Fiche de TD #10

Lycée Mariette

EQUATIONS DIFFERENTIELLES

(quelques corrigés)

Exercice 8

2. L’équation différentielle (notée (E)) est linéaire du premier ordre et, comme x — = ne s’annule pas sur R* , on a

(E) < <\m eRY, y(a) = Y8 _ 1)

T

* Une primitive de 2 —— —— sur R* est —In. L’ensemble des solutions de I’équation homogéne associée a (E) est
x
donc :

{x —s Ce®)

CER}:{xHCx‘CG]R}

* Déterminons une solution particuliére de (E) en utilisant la méthode de la variation de la constante. Soient y €
2(R%,C) et y: 2 — C(x)x. La fonction y est dérivable sur R* comme produit de fonctions dérivables et

Va > 0, y'(x) =C'(z)z + C(x)

donc :
(y est solution de (E) sur RY) <= Va >0, zy'(z) —y(z) ==z
= V2 >0, C'(2)2* + C(x)r — C(z)z =
1
x

)
< Vx>0, C'(z) = = (car z # 0)

Par exemple, C' :  — In(x) convient. Ainsi, une solution de (E) sur R% est la fonction x — xIn(x)
On peut donc conclure que 'ensemble des solutions de (E) sur R* est :

{:C — Cz + z1n(z) ‘ Ce R}
Soient maintenant C' € Ret y :  — Cz + xIn(z). Alors :

y1)=1 <= C=1
Donc :

| la solution du probléme de Cauchy proposé est la fonction x — 4+ x In(z) |

Notons (E) cette équation différentielle linéaire du premier ordre. On a

(E) — (Vx el -1,1 y(z)— y(z) 1 )

Vi—22 J1-2? (car V1 -2 #0)
U imitive de la foncti — ! ]

ne primitive de la fonction z ———— sur | —
P V1—2a?

1,1[ est £ — Arccos(z). L’ensemble des solutions de 1’équation
homogéne (H) associée a (E) est donc :

Sy = {$ — Ce—Arccos(:c)

CER}

On remarque que la fonction 2 — —1 est solution de (E). L’ensemble des solutions de (E) sur | — 1, 1] est donc

Sy = {x s O e ~Arccos(z) _ | ‘ Ce R}

4. L’équation différentielle, notée (E), se réécrit :
Vz € R, Y (z) + 2%y(r) = —2? (E)
3
Une primitive de la fonction x — 2 sur R est la fonction x — 3 L’ensemble des solutions de 1’équation homogéne
(H) associée & (F) est donc :
$3
YH:{x'—>Ce7? C’eR}
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7.

On remarque ensuite que la fonction 2 — —1 est solution de (E). L’ensemble des solutions de (E) est donc :

YE:{x»ﬁCe*%S—l‘CER}

3

xr
Soient C € Ret y: z+—— Ce” 3 — 1. On résout :

y0)=0 <= C—-1=0 <« C=1

Ainsi :
R — R
la solution du probléme de Cauchy proposé est la fonction P
r —> e 3 —1
. On note (E) cette équation différentielle. Une primitive de la fonction z +—— th(z) = sur R est la fonction

ch(z)

2z —> In(ch(x)). L’ensemble des solutions de I’équation homogeéne (H) associée a (E) est donc :

Sy = {xl—> Ce_ln(Ch(m))‘C’ ER} = {xb—>

Ch((/;) Ce R}

On remarque ensuite que la fonction x — 1 est solution de (E). L’ensemble des solutions de (E) sur R est donc :

YH:{x%Chc(;)Jrl'CeR}

. Notons (E) cette équation différentielle. Pour tout = €]1, +oo[, on a # — 1 # 0 donc :

(B) <= (Vm el oo, y(w)+ 2B T )

rz—1 rx—1

Une primitive de la fonction x — sur ]1,+00[ est & — In(z — 1) donc V'ensemble des solutions de I’équation

homogene (H) associée a (F) est :
_ —In(z—1) _ ¢
LS”H—{:U%)C’G ‘C’€R}f z— —— |CeR
z—1

Déterminons maintenant une solution particuliére de (F) en utilisant la méthode de la variation de la constante. Soient
C(z

donc C € Z(]1,+oo[,R) et fo: z+—> (71 La fonction fy est dérivable sur |1, +oo[ comme quotient de fonctions qui le
T —

sont et :

- Sz =_cto

donc :

(fo est solution de (E) sur |1,+0[) <= (Vo €]1,+00[, (z —1)f5(x) + fo(z) = z)

Ca)(z —1) = Cz) | Clo) _x>

rz—1 x—1

= (Va: €]1, +o0],

— (Vz €]1,+00], C'(z) = 1)

2 2
x x
Par exemple, la fonction C : x —— ) convient. La fonction fy : z — ﬁ
T —

sur |1, +oo[. Finalement, ’ensemble des solutions de (F) sur |1, +o00[ est :

est donc une solution particuliére de (E)

C x?
= R
7E {x x1+2(x1)‘ce }

En notant (E) cette équation différentielle, on a :

(E) <= <V936R*+, V(@) — —y(z) = 1)
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4
Une primitive de la fonction x — 5. sur R est oz —— —3 In(z) donc I'ensemble des solutions de 1'équation homogeéne
x

(H) associée a (E) est :
4

YH:{xHCeSIH(@ CER}:{Q:HOQ:%‘CER}

Déterminons maintenant une solution particuliére de (F) en utilisant la méthode de la variation de la constante. Soient

4
Ce 2[R, R) et fo: 2+ C(x)x3. La fonction fy est dérivable sur R comme produit de fonctions qui le sont et :

W=

4
Vz e R, folx) =C'(z)x3 + gC(m)m
donc :

(fo est solution de (E) sur RY) <= (Va € R}, 3z fj(z) — 4fo(x) = z)

ol

7 4
= (Vx eRY, 3230 (z) +4C(z)a3 — 4C(x)x x)
_4
x 3
— |VzeR:, C'(z) = =

1
Par exemple, la fonction C' : & — —2~ 3 convient. Une solution particuliére de (E) sur R* est donc  — —x. Finalement,
I'ensemble des solutions de (E) sur R est :

YE:{xMCx%—x’CGR}

8. On note (F) cette équation différentielle. On a :
* / 2 2 -
(E) <= |VzeRY, y'(z) - ;y(x) = z°sin(x)

2
Une primitive de la fonction x — —— sur R* est z —— —2In(x) donc I’ensemble des solutions de I’équation homogene
x
(H) associée a (E) est :
S = {x — Ce2n@

CeR}={z+— Ca?|C R}

Déterminons maintenant une solution particuliére de (F) en utilisant la méthode de la variation de la constante. Soient
Ce 2[R, R)et fo:z— C(z)2?. Ona fo € Z(RY,R) et :

Vo € RY, fo(x) = C'(x)2® + 22C ()
donc :

(fo est solution de (E) sur RY) <= (Vo € RY, zf)(z) — 2fo(z) = 2*sin(z))
— (Vz e Ry, C'(z)2® 4+ 22°C(z) — 2C(z)2® = 2°sin(z))
< (Vz e R}, C'(z) = sin(z))

Par exemple, la fonction C' : & — — cos(x) convient. Une solution de (E) sur R*_ est donc la fonction fo : & — —z? cos(z).
Finalement, I'ensemble des solutions de (£) sur R* est :

S ={x— Cz® —2”cos(z) | C € R}
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