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ENSEMBLES

(quelques corrigés)

Exercice 3 On raisonne par double implication.

* Si E = F, alors il est clair que Z(E) = Z(F).

* Réciproquement, supposons que & (E) = Z(F). Montrons alors 'égalité £ = F en
raisonnant par double inclusion.

— Montrons que E C F. Par définition de #(E), on a E € Z(FE) (puisque E est
une partie de E) donc (d’aprés notre hypothése) F € Z(F), ce qui signifie que
ECPF.

— Les ensembles E et F' jouant des roles symétriques, on a également F' C E.

Par double inclusion, on a donc F = F.

Finalement :

Exercice 4

1. Vrai. On le démontre en raisonnant par double inclusion.

* Montrons que Z(AN B) C Z(A) N X(B). Soit X € Z(AN B). Alors
X C AN B (par définition de l'ensemble des parties d’un ensemble). On a
donc X C A et X C B. Autrement dit, X € Z(A) et X € F(B), c’est-a-dire
X € 2(A)N LP(B). Ainsi, on a bien l'inclusion (AN B) C #(A) N Z(B).

* Montrons que Z(A) N Z(B) C Z(ANB). Soit X € Z(A) N Z(B). Alors
X € Z(A) et X € P(B), ce qui signifie que X C Aet X C B. On a
donc linclusion X C AN B, cest-a-dire X € (AN B). D’ou linclusion
PA)NF(B) C Z(ANB).

Par double inclusion, on a montré que :

| 7(AnB) = 2(A) n 2(B)|

2. C’est faux en général. Fournissons un contre-exemple. Dans R par exemple, consi-
dérons les sous-ensembles A = R_ et B = R;. Alors AU B = R. La partie X =R
est donc une partie de R = AU B (c’est-a-dire X € #(AU B), mais X n’est ni une
partie de R_ = A, ni une partie de B = Ry (c’est-a-dire X ¢ Z(A)U Z(B)). Donc
P(AUB) # P(A)U Z(B).

Remarque : on vérifie qu’on a toujours l'inclusion Z(A) U #Z(B) C Z(AU B).

Exercice 5
1. Ona Z({a}) = {@,{a}} puis :

2(2({a}) = {2.{2}, {{a}}, Z({a}) }
2. On a Z({a,b}) = {@,{a}, {b},{a,b}} puis:

P(Z({a,b})) = {gv{g}v {{a}}, {{b}}. {{a.0}},

{@’ {CL}}, {@, {b}}’ {@’ {a,b}}, {{a’}v {b}}7 {{a‘}7 {a7b}}7
{{b}.{a.0}}, {@.{a}. {b}}, {2, {a},{a,0}},

{2, {6} {a,b}}. {{a}, {b}, {a,b}}, Z({a,5})}
3. On a (@) = {@} donc :
2(2(2)) = {2,{2}}

Exercice 11

3. On suppose que AAB = AN B. Montrons que A = B = @. D’aprés ’exercice 10, on
a:
AAB=(AUB)\ (AN B) donc

Or (par définition du complémentaire d’un ensemble) :

(AUB)\ (ANB)=ANB

[(AUB)\ (ANB)|N(ANB)=o
donc :

ANB=o=(AUB)\ (AN DB)
puis AU B = @. On en déduit que A = B = @.

Exercice 12
* Montrons que (E x G) U (F x G) C (EUF) x G. Soit (z,y) € (E x G)U(F x G).
On distingue deux cas.

On démontre 1’égalité en raisonnant par double inclusion.
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— Premier cas : (z,y) € E x G.
Alorsz € Edoncz € EUF et (z,y) €

— Deuxiéme cas : (z,y) € F x G.
Alors x € FFdonc z € EUF et (z,

(FUF) xG.

y) € (EUF) xG.
Ceci montre 'inclusion annoncée.

* Montrons que (FUF) x G C (Ex G)U (F x G). Soit (z,y) € (FUF) x G. Alors
x € EUF et y € G donc (on raisonne a nouveau par disjonction de cas) :

y) € E x G et donc (x,y) € (Ex G)U (F x G);
y) € F x G et donc (z,y) € (E x G)U (F x G).

On a donc l'inclusion réciproque.

— siz € E, alors (z,

— siz € F, alors (z,

Par double inclusion, on a bien démontré I’'égalité :

[(ExG)U(FxG) =(EUF)xG]|

Exercice 14

1. Posons :

A=(XUZ)n(YuZ) e B=(XN2Z2)u(YNn2z)

Par distributivité de I'intersection par rapport a la réunion, on a :

A=(XNY)U(XNZ)Uu(ZNY)U(ZN2Z)
=(XNY)U(XNn2Z)u(Yn2z) i
=B

Pour montrer que A = B, il suffit donc de montrer que :
XNYcBhB

Soit z € X NY. On raisonne par disjonction de cas.

* Premier cas : x € Z.

Alorsz €Y etz € Zdoncx €Y NZetdoncz e (XNZ)U(YNZ)=B.
* Deuxiéme cas : z ¢ Z.

Alorsz € X etx € Zdoncz € XNZ. Ainsi, r € (XNZ)U(YNZ)=B.

On a donc bien montré l'inclusion X NY C B. On conclut donc que :
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2. Par distributivité de la réunion (respectivement de 'intersection) par rapport a 'in-
tersection (respectivement de la réunion), on a :

(XUY)N(YUZ)Nn(XUuz)=[(XUuY)n(ZUY)|Nn(XUZ)
=[(XNn2)uY|n(XuU2)
=[(XNnZ)Nn(XuZ)]u[yn(XuZz)
=(XN2)u¥nNnX)u(¥nz

car XNZ CXUZ. Ainsi :

[(XuY)n(vuz)n(Xuz)=(XnY)u(¥n2)u(xn2z)|

Exercice 16 Raisonnons par ’absurde en supposant que & N .# # &. 1l existe
alorsx € Z tel que x € & et x € #. Donc il existe k, £ € Z tel que z = 2k et x = 20+ 1.
Ainsi : L

2k=20+1 ce qui implique que k—10= 3

1
On obtient une absurdité puisque k& — ¢ est un entier alors que 3 n’en est pas un. Ainsi :
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