Fiche de TD #3

Lycée Mariette

ELEMENTS DE THEORIE DES ENSEMBLES

Vocabulaire

Exercice 1 Soient E un sous-ensemble de R et x,v, z trois éléments deux & deux dis-
tincts de E. Peut-on écrire que :

l.zeE 2. {z} € E 3. {z}CE 4. e E

5.9 CE 6. {o}CE 7. {z,y} CFE 8. {y,z} C E\ {z}

Exercice 2 Ecrire en compréhension les ensembles ci-dessous notés A, B, C et D
respectivement.

1. 'ensemble des fonctions périodiques de R dans R de période T' > 0 donnée;
2. Iensemble des fonctions périodiques de R dans R ;

3. I'ensemble des applications affines de R dans R ;

4. I'ensemble des fonctions strictement décroissantes sur R.

Ensemble des parties d’un ensemble

Exercice 3 Soient E et F deux ensembles. Montrer que :

PE)= P(F) & E=F

Exercice 4 Soient A et B deux parties d'un ensemble E. Vrai ou faux ? Justifier.
1. Z(ANB)=2Z2(A)NX(B);
2. Z(AUB)=2(A)U Z(B).

Exercice 5 Soient a et b deux éléments distincts d’un ensemble E. Expliciter les en-
sembles (2 ({a})), (P ({a,b})) et P(P(2)).

Démontrer avec des ensembles

Exercice 6 On considére les deux sous-ensembles de R suivants :

kEN*et)\E{l,l}} et B—{ll‘m,neN*}
n

m

Etudier les inclusions A C B et B C A.
Indication : justifier qu’il existe a,b € R tel que :

1 a b
:7—|—7

RENL RGFD TR TRt

Exercice 7 Soient E un ensemble et A, B,C € Z(E). Montrer que :

A\ (BNC) = (A\B)U(4\0)

Exercice 8 Soient E un ensemble et A, B € Z(E). Montrer que :

(ENA)\(E\B)=B\A

Exercice 9 Soient E un ensemble et A, B et C trois parties de E. Justifier les équi-
valences suivantes :

1. ACB < AUB=05B;
2. A=B < ANnB=AUB,;
3. AUB=ANnC < BCACC,

4 AUB=AUC
' ANB=ANnC

5. AC B= B C A.

<~— B=0C,;

Exercice 10 (différence symétrique) Soient A et B deux parties d’'un ensemble E.
On appelle différence symétrique de A et B, notée AAB, I’ensemble :

AAB = (A\ B)U (B\ A)

Montrer que :
AAB=(AUB)\ (AN B)

Exercice 11 Soient A, B et C trois parties d'un ensemble E. On définit la différence
symétrique de A et B par :

AAB = (A\ B)U(B\ A)

Montrer que :
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1. AAB=AAC < B=C,
2. A\B=A < B\ A=B,;
3. AAB=ANB=A=B=20.

Exercice 12 (produit cartésien) Soient E, F et G trois ensembles. Montrer que :

(ExGU(FxG)=(EUF)xG

Exercice 13 (simplifications ensemblistes) Soient A, B et C trois parties d’'un
ensemble F. Simplifier I’écriture des ensembles suivants.

1. W=AU(ANB)

. X=ANn(AuUB)

. Y=(ANnB)U(ANBNC)U(ANBNO)
. Z=AUuBUCN(ANB)

= W N

Exercice 14 Soient X, Y et Z trois sous-ensembles d’'un ensemble E.

1. Montrer que : B B
(XuZ2)NnYuz)=(XnzZ)u((yYnz),

2. Montrer que :

(XUY)N(YUZ)N(XUZ)=(XNY)U(YNZ)U(XNZ)

Divers

Exercice 15 (fonctions indicatrices) Soit A une partie d'un ensemble E. On ap-
pelle fonction indicatrice de la partie A, application 14 : E — R définie par :

1 size A
Ve e B, La(@) = { 0 sinon
De quels ensembles les fonctions suivantes sont-elles les fonctions indicatrices ?
1. min(lA,lB) 2. max(lA,lB) 3. 1A X 1B
4.1—14 5.144+1p—14 x1p 6.(1A—1B)2

Exercice 16 (un entier est soit pair, soit impair) On considére les deux sous-
ensembles de Z suivants :

P={%k|keL) o
Montrer que N Y = &.

I ={2k+1|kel}
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Exercice 17 (équations ensemblistes) Soient £ un ensemble et A, B € Z(E).
1. Résoudre I’équation AU X = B d’inconnue X € Z(E).
2. Résoudre 'équation AN X = B d’inconnue X € Z(E).
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