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DEVOIR SURVEILLE 9

un corrigé

Exercice 1.

Premiére partie

1. Soit A € C. En effectuant les opérations La < Lo — A3 L1, Lg + L3z — AL et Ly« La — A L1, on obtient :

1 A A2 23

0 1-=X% X2-=-XYH Xa-\
det(AN) =15 (1 _a ) /\((1 - x‘))

0 0 0 14

On obtient le déterminant d’une matrice triangulaire (supérieure), ce qui nous permet de conclure que :

det(A(N) = (1 —A")?

2. Les racines du polynéme (1 — X*)® sont —1, 1, —i et i (les racines 4° de I'unité).

* Si A ¢ {—1,1,—4,i}, alors det(A(N)) # 0 et donc la matrice A(X) est inversible, c’est-a-dire est de rang 4.

* On a:
1 1 1 1 1 -1 1 -1 1 1 =1 —3
11 1 1 -1 1 -1 1 . - 1 i -1
AD=1y 1 o A=y o ) AO= 1
1 1 1 1 -1 1 -1 1 7 -1 — 1
1 - -1
et A(—i) = _Zl 1 _ll :1 . Pour chacune des quatre matrices, les vecteurs colonnes sont non nuls et coli-

- -1 ) 1
néaires. Celles-ci sont donc de rang 1.

Ainsi :

4 si 1, —i,
VA eC, rg(A(N)) = { 1 s )\i 1 )

) a_ivi}

(-1
(-1

3. (a) Ona Card(%) = 4 = dim(C*) donc & est une base de C* si et seulement si det(%) # 0. Or (on effectue les opérations
élémentaires Ly < Ly — L1 pour tout k € {2,3,4}) :

11 1 1 1 1 1 1
1 4 -1 —il [0 i-1 -2 —i-1
[ J— .
det(#) =11 1 1 _4|=|g o 0 )
1 —i -1 0 —i—-1 -2 -1

On développe le déterminant par rapport & la premiére colonne puis on effectue 'opération Lz < Lg — L1 :
i—1 -2 —i—-1 i—1 -2 —i-1
det(B) =| -2 0 -2 | =| -2 0 -2
—-i—1 -2 -1 -2 0 2i
On développe ensuite par rapport a la deuxiéme colonne :

-2 =2

det(B) = —(—2) ‘—21’ .

= 2(—4i — 4i) = —16i # 0

Ainsi :

|la famille Z est une base de C* |

(b) On a:

1 LA+ A+ N

Ll [ L+X+X+ 2] 243
AN 1= 1 pagazpas [ =@+HAFA+A7)

1

T4+A+ 22423

= = =



1 144X — A2 —4)\8 1

i M 4i—A—iN? ) ) i
AN | [ = e gpape D1 | = AFA=N =) | )
—q A+ — 23— —i
1 1A+ 2223 1
1| (NP =14+A=N _ 23y | 1
A(N) N Pt =1 =2+X =X 1
-1 A=A+ -1 -1
et :
1 1—id— 224X 1
—i PRI . . i
AN i =l S o [ =a==X+a |
i A—iX2 =A% 44 i

Comme f est ’endomorphisme de C* canoniquement associé & la matrice A(N), ces égalités se réécrivent :
fe) = +X+27+2X)er, falea) = (1 4+id =A% —iX*)ea, fales) = (1 —A+A%7 = AP)es

et fa(ea) = (1 —iX — A2 +iX%)es. On en déduit que :

T4+ A+ 22403 0 0 0

_ 0 L+4A — A% — A3 0 0

by = 0 0 1—A+22 -8 0
0 0 0 1—id— A2 44X

On sait que le déterminant d’un endomorphisme de C* est celui de toute matrice représentant cet endomorphisme
donc det(A(N)) = det(fx) = det(D(N)). Ainsi :

det(AN) = 1+ A+ A2+ X)) A +id = A7 —id®) (1= A+ A7 = 2A%)(1 —ix — A2 +i)?)

En développant ce produit, on retrouve 1’égalité det(A())) = (1 — A*)3.

Deuxiéme partie

4. Soient p,q € [1,n]. On a :

_ 1) ey o
(QQ)p,q = Z‘*’(p Dk=1) ~(k=1)(a=1) _ Zw@ Q) (k—1)
k=1

k=1
On distingue deux cas.
* Premier cas : p=¢
Alors : .
(Q)p,q = 1=n
k=1
* Deuxiéme cas : p # ¢
Posons ¢ = wP™? = ei@. Onap—qge€[-(n—1),n—1] et p—q # 0 donc p — ¢ n’est pas un multiple de n. On
en déduit que @ ¢ 277 et donc ¢ # 1. Par conséquent :

n n—1
_ _ 1— "
(QQ)p,q:§:‘pk IZZ(‘OZ: 1—()0 =0
k=1 ¢=0 4
car " = 1.

Finalement :

_ 1
QQ = nl,, égalité que 'on peut réécrire Q2 <fQ) = I, donc la matrice €2 est inversible d’inverse
n

o1l=lg
n




5. Soient p,q € [1,n]. On a :

(AQ)p,q = Z . [n]w(k—l)(qfl)

k=1
p—1 n

=Y a, e S an, o F D@D
k=1 k=p

p—1 n
=3 Gk TIED L3 gy D@D
k=1 k=p

notée Sy notée So

Le changement d’indice £ = k — p dans la somme S5 fournit :

n—p
So = Z apwTP D@D — (
=0

Dans la somme S1, on effectue le changement d’indice f =k —p+n :

n—p
ae (wa)f) wP=D-1)
£=0

n—1 n—1
— (E+(p—1)+n)(q—1) _ g—1\¢ (r—1)(¢-1) n(g—1)
S1 = ZZHZ;H apw = Z:;H ar(wi™) | w X %’1—’
Ainsi : -
(AQ)p,q =51+ 52 = (Z as (wq_1)2> WPV — p(,a71), (P~ D)
Donc : -
Vp, q € [1,n], (AQ)p 4 = P(w? Hw®~ DD
6. En notant C1,Cs,...,C, les colonnes de la matrice €2, I’égalité obtenue & la question 5. se réécrit :
AQ = (P(1)C1 | P(w)Ca | P(w®)Cs | ... | P(w"™1)Ch)
La multilinéarité du déterminant nous donne :
det(AQ) = P(1)P(w)P(w?) ... P(w" ") det(C1 | C2 | Cs] ... | Cy)

v

(1)P(w)P(w?)... P(w"™") det(Q)

Par ailleurs, on sait que det(AQ) = det(A) det(2), et comme det(2) # 0, on obtient en divisant par det() :

n—1

det(4) = [ P(w")

k=0

.27
7. Soit j =e*3 . 8i P:z+—> a+bz+cz?, on a d’aprés la question précédente (et puisque o est un déterminant circulant) :

a=PL)PGH)P(?) = (a+b+c)(a+jb+j°c)(a+ b+ jo)

27 LT
Comme e’ 4 =e'2 =4, onaavec P:z— a+bz+cz? +dz>:
[5=P)PG)P(-1)P(=i) = (a+ b+ ctd)(a+ib—c—id)(a—b+c—d)(a—ib—c+id)]
Exercice 2.
1. On sait que :
1 2
Sy = {Idgy }, Szz{ld{1,2}7(2 1)}
et :
o -1 1 2 3\ /1 2 3\ /1 2 3\ /1 2 3\ /1 2 3
3T 1 3 2)0\2 1 3)0\2 3 1)°\3 2 1)°\3 1 2
Ainsi :
1 2 1 2 3\ /1 2 3
O IS (RN
et :
dy =0, do =1 et dz =2




(a) Soient p € N, k € [0,p] et £ € [0,k]. On a :

p\[k\ _ p! k! . p!
ke TRk k=0 (p— k) I(k—0)!

_ (p—20)! L
T k=0Olp—Fk)!  l(p—10]1
(700
k—e)\¢

Ainsi :

wevwernwewn (1)(1)- (7))

k
14

k
(b) Soient ao,...,an € R. Pour tout k € [0,n], on pose by = Z (
=0

)50 £

k=0 k=0

)ae. Soit p € [0,n]. On a :

>ag (d’apres la question précédente)

< AR fp—t
=S (7)o (220) ®

Pour tout £ € [0, p], on a en effectuant le changement d’indice i = k — ¢ dans la somme intérieure :

i (—1)F* (Z : i) = Ii (1) (p ; K) =1+ (—1))707Z (formule du bindéme de Newton)

k=t i=0
1 sid=p
1 0 site]0,p—1]

- P kp p[P _ P
2 (k) (=17 = (-1) <p>ap = (=1)’ap

et comme (—1)?” = 1, on a bien la relation attendue, & savoir :

11 reste donc dans (%) :

vpeo,n],  ap=(-1) y (i) (—1)"bx

Le lemme est donc démontré.

(a) Soit k € [0,n]. Pour construire un élément de S, admettant exactement k points fixes, on doit :
* choisir les k points fixes de la permutation : il y a (Z) fagons de les choisir;

* sidi,...,1 sont ces points fixes, il reste & déterminer 6 = O mIN{ig i} Cette application & est une permutation
de [1,n] \ {é1,...,ix} sans point fixe. Il y a dn—r = |Dn—s| fagons de construire &.

n

k) | Dy —|. Par conséquent :

Le nombre d’éléments de S,, admettant & points fixes est donc (

Vke[o,n], |Xk = (:) Ay

(b) Les ensembles Xy, ..., X, sont deux & deux disjoints et on a I’égalité :
Sn=XoUX1U---UX,
donc :

S| = kzzo | Xx| = Z <Z> dp— = Z <nn£> de (changement d’indice £ = n — k)

k=0 £=0



par symétrie des coeflicients binomiaux. Comme on sait que |S,| = n!, on a bien :

n!_zn:@)dk

k=0

(¢) % La formule précédente pour n = 4 nous donne :

24 = do + 4d; + 6d2 + 4ds + da i.e. di=24—-1—-4x0—-6x1—-4%x2=9
* De méme, pour n =5 :
120 = dop + 5dy + 10ds + 10d3 + 5d4 + d5

i.e.
ds =120—1—-5x0—-10x1—-10x2—-5x9=144

Ainsi :

[di=9 et ds=44

4. La formule d’inversion de Pascal nous donne (pour tout k € [0,n], on a ici ax = di et by = k!) pour p=n:

dn= (1" (Z) (D= ()" Y ()

k=0
n_o(_1\n—4
=(-1)"n! Z % (changement d’indice ¢ = n — k)
£=0 ’
~ (-1

(—1)*"n! '
NG ANP AT
=1

o

car, pour tout £ € N, on a (—1)7% = (=1)*. Finalement :

k=0

5. (a) Une association de danseurs peut étre assimilée & une permutation de [1,5] :

1 2 3 4 5

hl h2 h3 h4 hs
ot la premiére ligne correspond aux numéros des femmes (tels qu’attribués a leur arrivée) et hi,. .., hs les hommes
donnant les 5 couples de danseurs. Donc :

le nombre d’associations possibles est |S5| = 120 |

(b) Une association tel qu’aucun couple légitime ne soit reconstitué est un dérangement de [1, 5] donc :

- ds 11
1 babilité cherchée est — = —
a probabilité cherchée est 550 = o7

(¢) On commence par déterminer le nombre d’associations possibles avec un seul couple légitime. Pour obtenir une telle
association :

* on choisit le couple légitime : 5 choix;

* ensuite, il faut 4 couples illégitimes, ce qui revient a choisir un dérangement des 4 numeéros restants : |Dy| = 9
choix.

L’ensemble évoqué est donc de cardinal 45. Ainsi :

45 3
1 1ité cherché 4 _ 3
a probabilité cherchée est 120 = 8




