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DEVOIR SURVEILLE 8

un corrigé

Exercice 1.

1. Soient A € R, u = (2,9,2) € R® et v = (a,b, ¢) € R®. On montre facilement que f(Mu +v) = Af(u) + f(v).

2. La matrice de f dans la base canonique de R? est :

=

Il
=
=W
= O N

3. Déterminons le noyau de f. Soit (x,y,z) € R. Alors :

z + 3y 4+ 2z = 0 Ly
(z,y,2) € Ker(f) <= f(z,y,2) =0gs <= ¢ = + y = 0 Le
y + =z = 0 Ls

= (z,y,2) =(2,—2,2) = 2(1,-1,1)
= (z,y,2) € Vect((l,—l, 1))

Ainsi, Ker(f) = Vect((1,—1,1)). La famille ((1,—1,1)) est génératrice de Ker(f) et elle est libre car constituée d’un unique
vecteur non nul. Donc :

une base de Ker(f) est ((1,—1,1))

Déterminons 'image de f. On a :

Im(f) = Vect(f(1,0,0), £(0,1,0), £(0,0,1)) = Vect((1,1,0),(3,1,1),(2,0,1))
= Vect((1,1,0),(2,0,1))

car (3,1,1) = (1,1,0) + (2,0,1). Une famille génératrice de Im(f) est ((1,1,0),(2,0,1)) et elle est libre car constituée de
deux vecteurs non colinéaires. Donc :

une base de Im(f) est ((1,1,0),(2,0,1))

Comme Ker(f) # {Ogs },

|1’applicati0n f n’est pas injective (elle n’est donc pas bijective non plus) |

De plus, Im(f) # R® (car la dimension de I'image est égale a 2 # 3) donc :

| f n’est pas surjectivel

4. On a
1 3 2 1 3 2 4 8 4
A=(1 1 0|1 1 0)=[2 4 2
0 1 1 0 1 1 1 2 1
On en déduit Iexpression analytique de f2. Soit (x,y,2) € R*. On a :
T 4 8 4 T 4x + 8y + 4z
A lyl=12 4 2)|y]=|20+4ay+22
z 1 2 1 z r+2y+z

Par conséquent :

Y(z,y,z2) € R3, fQ(:uy,z) = (4o + 8y +4z,2x + 4y + 2z,x + 2y + 2)

Pour tout (z,y,2) € R®, on a aussi f(z,y,2) = (z + 2y + 2)(4,2,1) donc Im(f?) = Vect((4,2,1)). Une base de Im(f?) est
((4,2,1)) (car celle-ci est génératrice de I'image de f et libre car constituée d’un unique vecteur non nul). On a donc :

rg(f%) = dim(Im(f)) = 1

Comme rg(f?) # dim(R?), on peut conclure que :



Papplication f n’est ni injective, ni surjective (ni bijective) |

5. On montrer que la famille proposée est libre. Cette famille est de plus constituée de 3 vecteurs dans I’espace vectoriel R3
qui est de dimension 3 donc :

B = (u,v,w) est une base de R?

De plus, f(u) =(0,0,0), f(v) =(-1,1,—-1) = —u et f(w) = (12,6,3) = 3w donc :

0 -1 0 0 0 0
la matrice de f dans la base Zest B= (0 0 0] etcellede fZest B>={0 0 0
0 0 3 0 0 9

Exercice 2 (calcul d’un projecteur).

1. Tout d’abord, il est clair que H C E. Soit M = (Z Z) € E. Alors :

MeH<:>a+d:O<:>d:—a<:>M:<(cL b)

—a
10 0 1 00
= armely ) o) (o)

H = {a(El,l — E272) + bEl,Q + CE2,1 a, b, [AS R} = Vect(E1,1 — Ezyg, El,z7 E2,1)

On en déduit que :

donc :

| H est un sous-espace vectoriel de F |

Une famille génératrice de H est (E1,1 — E2,2, F1,2, F2,1). Cette famille est de plus libre car, pour tous a,b,c € R, on a (en
remontant les calculs précédentes) :
0 0

CL(ELl—E272)+bE1,2+CE2,1202 < <a b>:< ) < a=b=c=0
c —a 0 0

Ainsi :

la famille (E1,1 — E2,2, E1,2, E2,1) est une base de H donc dim(H) = 3 = dim(E) —1; on en déduit
que H est un hyperplan de FE

2. Montrons que £ = F @ H.
* On sait que dim(F) =1 et que dim(H) = 3 donc :
dim(F) + dim(H) = 4 = dim(F)
* Il reste & montrer que F N H = {02}. Comme F et H sont des sous-espaces vectoriels de E, on a {02} C F'N H. Soit
M e FNH. Comme M € F, il existe a € R tel que :

10 a 0
M‘“E“_“<0 0)_(0 o)

Or M € H donc a+0 =0, i.e. a = 0. Ainsi, M = 02, ce qui prouve 'inclusion F N H C {02}. Par double inclusion,
on a bien FN H = {02}.
Finalement :

| les sous-espaces vectoriels F' et H de E sont supplémentaires dans F |

a b

3. (a) Sth:(c d>€E.Ona:

1 0 1 0 0 1 0 0
wwra(t ) et 0) ol ) aet )
=(a+d)Ei1+(—d(E11 — Ea2) +bE1 2+ cEa;)

EF €H

Par définition d’un projecteur, on a :

d 0
pr(M) = (a+d)Eix = (a;r 0) et  pu(M)=—d(E11 — E22) +bE12 +cE2

- (%)

— —
PF : a b a+d 0 et PH : a b —d b
<c d) — ( 0 O) (c d — c d

Ainsi :




(b) Soit M € E. Alors py (M) € H. Or H = Ker(pr) (propriété sur les projecteurs) donc pr(ps(M)) = 02. Ainsi :

|pF opu = 0g(p)

(¢) Soient «, 8 € R. On pose pa,s = apr + BpH-.
* Tout d’abord, pa,s est un endomorphisme de E (comme combinaison linéaire d’endomorphismes de E).
* Ainsi, pa,g est un projecteur de E si et seulement si pi,ﬁ = Pa,p- Or:
Pas = (apr + Bpr)* = a’pk + aBpr o pu + aBpw o pr + B°ph

Comme pr et py sont des projecteurs de E, on a p% = pr et p5 = py. Par ailleurs, on sait que pr opy = 02 (E)
et, de la méme maniére, on a py o pr = 0. (). Ainsi :

pas = a’pr + B’pu
donc :
Pas =Pas = (& —a)pr + (8° — B)pu = 02 (p) (%)

Supposons que 'égalité (x) soit vérifiée. En choisissant z quelconque dans F'\ {Og} (un tel vecteur existe car F'
n’est pas I'espace nul), on obtient (puisque pm(z) = Og) 1’égalité (a® — o)z = 0 et donc o — a = 0 (puisque
z # 0g). On en déduit que o € {0,1}. En choisissant cette fois  non nul dans H, on obtient 8 € {0,1}.
Réciproquement, si « et 8 sont égaux a 0 ou a 1, alors (x) est vraie. Finalement :

|pa,5 est un projecteur de E si et seulement si (c, 8) € {0,1}? |

Remarque : les projecteurs de E correspondant sont 0« gy, pr, pa et pr +py = Idg.

Exercice 3.
Soit x € [0, 1].

(z—1)"

1. Soit n € N. La fonction t — W

est continue sur R\ {1}. Comme z < 1, cette fonction est en particulier continue

sur le segment [0, z]. Ainsi :

|l’intégra1e K, (z) est bien déﬁniel

2. Pour tout t € [0,z],onal—t>0car 1 —¢>1—z >0 (puisque z < 1). Ainsi :

/ [ di= [~m(1=t)] =-m(1-)
et :
— ﬁ:i —ln(l—t)]:
=—1-In(l—z)—z+1,

|K0(:v) =—In(l—2x) et Ki(z) = —z —In(1 — z) |

3. Soit n € N*. On pose :
=(1-t)! o(t) = (z—t)"

v'(t) = —n(z —t)" !

T a(l—ton

Les fonctions u et v sont de classe €' sur le segment [0, z] donc on peut intégrer par parties et on a :

Kn(m)*[(xlitt } /(xli: : t:—%nJrKn,l(x)

On a donc bien :

x’n

Vn € N, Kn(z) =Kno1(z) — e




4. Soit n € N*. D’aprés la question précédente, on a :

Vk € [1,n], Kk(w)—Kk_l(x):—%
En sommant ces égalités, il vient :
Z (Kk(z) — Kp—1(z)) = — - i.e. K, (z) — Ko(z) = —Sn(z)
k=1 k=1
car la somme de gauche est télescopique. Or on sait que Ko(z) = —In(1 — z) (d’aprés la question 2.) donc on a bien :

[meN.  S.@)=-(l -2 K.(a)]

5. Pour tout ¢ € [0,z], on a :
ilc_a:—t:x(l—t)—(ﬂc—t) :t(l—:c) >0
1-1¢ 1-1¢ 1-1

cart>0,1—x>0et1—1¢>0, donc:

x—1
1—-t

(ix—_t)tzil 1 it (Qf:i)n

donc, par croissance de la fonction u — u™ sur R4, on obtient :

o< (i) < (%

De plus 1 —¢ > 1 — z donc, par décroissance de la fonction inverse sur R7,

vt € [0,z],

<z

Soit t € [0,z]. On a :

1 1
0< — <
1—t

1—2
En multipliant membre & membre es inégalités () et (#*), on obtient :

(x_t)n x’n

Yt e [0 0 <
G[,mL (17t)n+1\171~

N

Par croissance de 'intégrale (les bornes sont dans le bon sens : 0 < x), on obtient :

0< K, < dt = 1dt
(@) /0 1—=z 1—1’/0

Finalement :
$n+1
Vn €N, OgKn(m)glix
6. Comme z € [0,1], on a :
mn+1
lim z" =0 donc lim =0
n—+oo n—too 1 —

La question 5. et le théoréme des gendarmes entrainent donc que la suite (Kn(x))nen convergente vers 0. La question 4.
nous permet alors de conclure que :

| la suite (Sn(x))n>1 est convergente de limite — In(1 — x) |

1 1 1
7. On ax = 3 € [0,1]. On sait que la suite <Sn (5)) est convergente de limite — In (1 - 5) = In(2). On propose la

n>1
fonction suivante! :

from math import log

def approximation()
s =0
n=20
while (abs(s-log(2)) > 10*x(-8))
n=n+1
s = s + 1/(n*2%*n)
return n

Remarque : a 'aide de 'outil informatique, on obtient n = 22.

1. La fonction valeur absolue abs est disponible par défaut.



Probléme (d’aprés Concours Commun des Ecoles des Mines 2009).

I — Etude de deux applications

1. Soit P € Ro[X]. Tout d’abord, une composée de polynoémes est un polynoéme et une combinaison linéaire de polynémes est
un polyndme donc f(P) € R[X]. De plus, on sait que :

VQ € RIX]\Ro[X],  deg(P o Q) = deg(P)deg(Q)
X+1

sont de degré 1, on a :

o (r(3)) <o (352)) -

Ainsi (en utilisant encore les propriétés sur le degré) :

deg(f(P)) = deg (P (%) +P (%)) < max [deg (P (%)) deg (P (¥))}

= max(deg(P),deg(P))
= deg(P)
<2 (puisque P € Ro[X])

- X
En particulier, comme 0} et

Ainsi, f(P) € Ro[X] et donc :

| f est bien a valeurs dans Ra[X] |

Remarque : on peut aussi expliciter le polynome (il existe a,b,c € R tels que P = a + bX + c¢X?) et calculer f(P). On
constate alors que P est de degré inférieur ou égal & 2 (on obtient effectivement une combinaison linéaire de 1 = X°, X et
X2)7 ce qui répond a la question.

Montrons maintenant que f est linéaire. Soient A € R et P,Q € Rz[X]. On a :

FP+2Q) = (P+2Q) (%) +(P+2Q) (%)}
) % :P (g) 20 (g) P (%) AQ (%)} (par définition de P+ AQ)
S ORIEDIRSHIORICS)
= f(P) + M\ f(Q)

Ainsi :

|f est linéaire (on a donc f € Z(Rz[X])) |

2. Tout d’abord, ¢ est clairement & valeurs dans R. De plus, pour tous A € R et P,Q € Rz[X], on a :

P(P+ Q) =(P+2Q)(1) =P(1) + 2Q(1) (par définition de P + \Q)
=o(P)+20(Q)

donc ¢ est linéaire. Finalement :

| © est une forme linéaire sur Ro[X] |

1/X  X+1\_X 1 o 11X\, (X +1)°
f(X)_2<2Jr 2 )_2+4 ot f(X)_z{ 2> +( 2 )
_1 ﬁ+ﬁ+§+l
214 4 2 4

_X? X 1

4 48

Donc :
1

la matrice de f dans la base %, notée N, est N = |0

O NIE R
L S e o




10.

La matrice N est inversible (en effet, celle-ci est triangulaire supérieure et ses coeflicients diagonaux sont tous non nuls)
donc f est un automorphisme de Ra[X]. Ainsi :

| f est injective et surjective

Soit P € Ro[X]. Il existe a,b,c € R tels que P =a +bX 4+ cX? On a:
PeKer(p) < P(1)=0 <= a+b+c=0 < a=-b—c
— P=-b—c+bX +cX?
= P=bX—-1)+c(X*>-1)
On en déduit que :
Ker(p) = {b(X — 1) + ¢(X* —1)| b,c € R} = Vect(X — 1, X* — 1)

La famille (X — 1, X2 — 1) est génératrice de Ker(p) et elle est libre car constituée de deux polynoémes de degrés différents.
Ainsi :

|une base de Ker(p) est (X — 1, X2 — 1) et dim(Ker(p)) = 2|

Remarque : la dimension obtenue est en fait immédiate car ¢ est une forme linéaire non nulle (par exemple car ¢(1) =
1 # 0); son noyau est donc un hyperplan de Rq[X].

D’apreés le théoréme du rang (qui s’applique car Ro[X] est de dimension finie), on a :
dim(Im(¢)) = dim(R2[X]) — dim(Ker(¢)) = 3 —2 =1 = dim(R)

Or Im(yp) est un sous-espace vectoriel de R donc Im(y) = R. Autrement dit, ¢ est surjective. Par ailleurs, dim(Ker(y)) =
2 > 0 donc ¢ n’est pas injective. Finalement :

| @ est surjective et n’est pas injective |

ITI — Calcul des puissances successives d’une matrice

La famille ' est composée de trois polyndomes de R2[X] de degrés deux a deux distincts donc %’ est une famille libre de
R2[X]. Comme de plus Card(#’) = dim(R2[X]) = 3, on peut conclure que :

| Z' est une base de Ry [X] |

La matrice de passage @ de la base % & la base %’ est :

111
Q=10 -2 -6
0 0 6

Tout d’abord :

| la matrice ) est inversible car elle est une matrice de passagel

On sait que Q! est la matrice de passage de la base %’ a la base 4. Or :

1 1 s 1 2 1 1
X=—(-2X+1 = t X ==-(6X"-6X+1)—=(-2X+1 =
2( +)+2 e 6(6 6X +1) 2( +)+3
donc :
1y
@'=lo -4 -
0 0 £
X x
Remarque : on peut aussi répondre a cette question a la main. « Soit | Y | € #5,1(R). On résout 'équation Q [y | =
z
X x
Y | d’inconnue |y | € #5,1(R). Etc. »
Z z
D’aprés les formules de changement de base, on a :
1 1 101
s 5 Vi s\ o1
M=Q 'NQ=|0o -3 -3if]o % i|l0o -2 -6],
0 O 6
0 0 % 0 0 i
i.e. :
1 0 0
M=]0 % 0
0 0 %

(=



11.

12.

13.

14.

On démontre la relation & l'aide d’un raisonnement par récurrence.
* Ona A’ =T et QM°Q™ ' = QL:Q ' = QQ ™' = I3 donc I’égalité est vérifiée au rang 0.

* Soit n € N. On suppose que A" = QM"Q~!. D’aprés les formules de changement de base, on a M = Q~*AQ donc
(en multipliant & gauche par Q et & droite par Q') on a aussi QMQ ™' = A. Ainsi (en utilisant I'associativité du
produit matriciel) :

AT = ATA=QMTQTIQMQ T = QM IMQ = QM™TQ

L’égalité est donc vérifiée au rang n + 1.

Ainsi :

Vn € N, A" =QM"Q ™!

1 0 0
Soit n € N. Comme la matrice M est diagonale, on a M™ = | 0 2% 0 |.En développant le produit matriciel QM™Q ™!,
1
0 0 &
il vient :
1 1 1 1 1 1
L g—sm 5w tsXam
n o __ 1 1 1
A" =0 5 3w~ I
0 0 =

Soient n € N, a,b,c € R et P = a4 bX 4 cX?. Comme A est la matrice de f dans la base canonique de Rz[X], la matrice
des coordonnées de f™(P) dans la base canonique est :

1 1 1 1 1, 1
1 s—-—%m s—matsXw

a a
A b =10 & Lo b
c 1
0 0 i

at+(3-gm) b+ (3 +5 X )¢

- b+ (= )

ain

Ainsi :

n B 1 1 1 1 1 1 b c c C o

Soit P € Ry[X]. Tl existe a,b,c € R tels que P = a + bX 4 cX?. D’aprés la question précédente, on a pour tout entier
naturel n :

"p)) = _ 11 i 1,11 b e ey,
dr @) =P =at (G- =)o+ (3o ts i m )t (m e - o)t

" b ¢ )
donc ¢(f (P))ma+§+§. Or :

1 1 ) 2 3 1 b
/P(t)dt:/(a+bt+ct)dt:{at+b—+c—} =a++5
0 0 2 310 2

donc on a bien :

n—+oo

VP € Ry[X], lim (f"(P)) = /Olp(t) dt

IIT — Une autre preuve du résultat précédent

Soit P € R[X]. On utilise un raisonnement par récurrence.

*x On a:

donc ’égalité est vraie pour n = 1.



15.

2" —1
1
* Soit n € N”. On suppose que f*(P) = o > P <
k=0

on a :

X+

on ) . En utilisant la linéarité de f et I’hypothése de récurrence,

FHP) = FP) = o T (p (X * k))

X X+1
S +k 2= 4k
2 2

2" —1 2™ —1
1 X + 2k X+2k+1
o (X () T e ()

k=0 k=0
on+1_q on+1l_4
1 X+/¢ X+1
= ont1 Z P(2n+1)+ Z P(2n+1)
£=0 =0
£ pair £ impair
antl_q

1 X+7
= 2n+1 Z P ( 2n+1 >
£=0

L’égalité est donc vraie au rang n + 1.

Par principe de récurrence simple, on peut conclure que :

2n 2n
k=

2" —1
VP € Ro[X], Vn N, f"(P)= — S P <X+k>
0

Soit P € Ry[X]. Par définition de ¢ et d’aprés la question précédente, on a :

2" —1 2"
Vn € N¥, ¢(f"(P)):2in > P(k;;1> :%ZP(%)

k=0 =1

1 & 14 . . ) i
Pour tout m € N*, posons u,, = — E P (—) La suite (4m)m>1 est une suite de sommes de Riemann de la fonction
m m
=1

1
t — P(t) qui est continue sur [0, 1] (car polynomiale). Cette suite converge donc de limite / P(t)dt. Or (<,0”(P))n>1 est
0 >

1
une suite extraite de (um)m>1, donc cette suite converge également vers / P(t) dt. Ainsi :
0

VP e Ro[X], lim o(f™(P)) :Al P(t) dt

n—+oo




