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DEVOIR SURVEILLE 7

un corrigé

Exercice 1 (mise en bouche).

1. (a) On sait que :

1 t 3t 9
(L4172 = =15+ +o(t?)
(b) On a Arccos € 2(] — 1,1[,R) et :
1 1
Ve e] —1,1], Arccos’(z) = ————= = —(1 —2?) "2

Or —22 —— 0 donc :
z—0

—Arccos’(z) = L T t5 T o(z*)

puis :
2 4
_ ) = 13 4
Arccos’(z) = 1 5 3 + o(z*)

En intégrant ce développement limité, on obtient (puisque Arccos(0) = 7/2) :

3 5
3
Arccos(z) wiogfxf%f%qto(x‘r’)
2. On sait que :
o) = 1+ 5 18 o) et o utdto?)
S0 Ty T TV T s tTw ol
2 4
De plus, — + = + o(x?) —— 0 donc, par substitution, on a :
2 24 z—0
1 x? ozt 22 2t\?
= 1— J— JE— R P 4
ch(z) 0 < 7 " 24) * ( 7 " 24) +o(@)
22 2t 2t
= 1- 5~ 7 o)

Ainsi, le DL4(0) demandé est :

e +e " +1 _
— = l4e M4 " ——1
en n—+o0
2 2
. U n . .
Par quotient d’équivalents, on a donc u,, ~ —.Or — ——— 0 (par croissances comparées) donc :
n—+oo em e n—+oo

lim wu, =0
n—+oo

1
(b) Comme — —— 0et vV1+z—1 ~ g, on a (par substitution) :
r—r

n n—+oo



1
n(n) —— 0 (par croissances comparées) et que tan(z) ~ x donc (par substitution) :
n—+0oo z—0
1 1
o (20
n n—+oo n

Par quotient d’équivalents, on obtient :

De plus, on sait que

3= 1
2n
() ~ =
" n—+oo In(n) 2 ln(n)
1
r — 0 donc :
2In(n) n—+oo
lim v, =0
n—+oo
* 2 2 2
(¢) Pour tout n € N*, onaw, =exp |n°ln{1+4+—]|. Or — —— O et In(1 +2) ~ x donc:
n n n—+oo z—0

2 2 2
In (1 + ) ~ = puis (par produit) n?ln (1 + ) ~ 2n
n n / n—+oco

n—+oo N

2
Donc n?In <1 + > —— +00 puis, par composition des limites,

n,) n—+oo
lim w, = lim e” = +00
1
(d) Ona — — 0 donc :

n n—+oo
. 1 1 1 + 1 ¢ ¢ 1 1+ 1 + 1
sin{—)] = ———+ol—= e an|—-) = —“+-—+4ol—=
n) nstoon 603 n3 n) ns+toomn  3n3 n3

1

—= 4 o(1). Par conséquent :

On en déduit que z,, =
n—+oo 2

W= g
T 1 . .
— —— (définie sur R \ {1}). On a :

4. On introduit la fonction f : xz — ——
z—1 In(z)
. zln(z) —x+1
Ve e R\ {1}, f(f)m(_)l)hl@

En posant z =1+ h,on a:
(I1+h)In(l14+h)—h

1 =
f(+h) (L + h)
Or:
h2
(1+h)In(l+h)—h = (1+h)<h+o(h2)> —h
h—0 2
h? 5
o0 2 o(h’)
Par ailleurs, In(1 +h) ~ h donc :
h—0 2/2 )
h
JA+h) hso h? 2

On en déduit que :

, 1
(=lim f(1+h)=g




Exercice 2.

1. Ona:
G ={a(1,1,1,1) +b(-2,0,2,1) | a,b € R}

donc :

G = Vect((l, 1,1,1),(-2,0,2, 1)) est un sous-espace vectoriel de R*

La famille ¥ = ((1 1,1,1),(-2,0,2, 1)) est génératrice de G et elle est libre car constituée de deux vecteurs non

) 9 )

colinéaires. Par conséquent, ¢ est une base de G et donc :

| dim(G) = Card(¥) = 2|

Soit (z,y,z,t) € R On a :

Yy = x+z—t=2z+t¢
(x,y,2,t) € F < { . of

donc :
F={@2tz+t21)|zteR} ={2(0,1,1,0) + £(2,1,0,1) | z,t € R}

Par conséquent :

F= Vect(((), 1,1,0),(2,1,0, 1)) est un sous-espace vectoriel de R*

Une famille génératrice de F est .% = ((0, 1,1,0),(2,1,0, 1)) et celle-ci est libre car constituée de deux vecteurs
non colinéaires. Finalement, .# est une base de F' et donc :

| dim(F) = Card(#) = 2|

2. Montrons que R* = F & G.
x D’aprés la question précédente, on a dim(F) + dim(G) = 4 = dim(R?).

* Il reste & montrer que FNG = {0rs}. L’inclusion {Ogs} C FNG est évidente car F et G sont des sous-espaces
vectoriels de R*. Soit (z,y, z,t) € FNG. Comme (z,y,z,t) € G, il existe a,b € R tels que :

(z,y,2,t) = (a — 2b,a,a + 2b,a + b)
Or (z,y,z,t) € F donc :
a—2b—a+a+2b—(a+b)=0eta—2b—2(a+b)=0 i.e. a=b=0

Ainsi, (x,y, z,t) = Ogs, ce qui démontre la deuxiéme inclusion FF NG C {Ors}. Par double inclusion, F et G
sont donc en somme directe, i.e. F'NG = {Oga}.

RE=Fa®G

Finalement :

Exercice 3.
1. Tout d’abord, on a F' C E. De plus, la fonction nulle 0 : R — R est solution de (&) sur R car 0” = 0 donc :
Vr € R, 0"(x) + (1 +2%)0(x) =0+ (1 +2?) x 0=0
Soient A € R et y,z € F. Pour tout € R, on a (par linéarité de la dérivation) :

(y+22)"(2) = (1 +2%)(y + A2)(2) = " (2) + 2" (2) = (1 + 2?)y(2) — A1+ 2%)z(2)
=y"(z) — (L+2")y(z) + A(2" (@) — (1 +27)2(2))
=0+Ax0 (car y,z € F)
—0

donc y + Az € F. Finalement :

F' est un sous-espace vectoriel de F




2. La fonction f est deux fois dérivable sur R (par composition de fonctions qui le sont) et :

z2 z?
2

Vr € R, f(x)=wze et ') =(1+2%)e2

donc :
2 2

VeeR,  f'(z)~ (1+a)f(x)=(1+2%)e?T —(1+a%)e? =0

xr
est continue sur R donc x — / et dt est une primitive de ¢ sur R. En particulier,

Ainsi :

La fonction ¢ : t — et

0
cette fonction est de classe ¢! sur R. Donc g est de classe €' comme produit de fonctions qui le sont et :

12 2

z_ r 2 z? 2 z_ z 2 _ﬁ
Yz € R, g'(x)zxe2/ef dt+e?2 xe™™ :me2/e7 dt+e” 2
0 0

De la méme fagon, ¢’ est de classe €' sur R (et donc g € E) et :

2 2
2 x

12 T x
Vx € R, g”(x):(1+x2)e7/ eV dt+ze? xe ¥ —gze 2
0
=0

IZ x
= (1+x2)e7/ e dt
0

et donc on a bien :
Vr € R, J"(x) = (1+2%)g(x)

3. Soit u,v € F. Alors la fonction u/v — uv’, notée w, est dérivable sur R (puisque u et v sont de classe ¢ sur R)
et :

Autrement dit :

wl — u//v +u/v/ _ u//U/ _ uv// — /U/N/U _ UUH
En utilisant le fait que u et v satisfont I’équation différentielle (£), on a alors :
Vz € R, w'(z) = v (x)v(x) —u(z)v" (x) = (1 + 2*)u(z)v(z) — (1 + 2*)u(z)v(z) = 0

La fonction w’ est donc nulle sur R et donc w est constante sur R. Ainsi :

pour tout (u,v) € F?, la fonction v'v — uv’ est constante sur R

h
4. Soit h € F. La fonction 7 est dérivable sur R comme quotient de fonctions dérivables (le dénominateur ne

(5) -+
(VS

Comme f,h € F, on sait d’aprés la question précédente qu’il existe a € R tel que :

h\' _a?
Vo € R, (f) (x)zf%(x):ae 2

En intégrant cette relation, on en déduit qu’il existe 8 € R tel que :

s’annulant pas) et :

Vo € R, ;Ez;:a/jet;dt—kﬂ

c’est-a-dire :

" 2

VeeR,  hz)= ae; /Ie—t; dt+BeT = ag(x) + Bf(z)
0

Ainsi :

[vhe F, Ja.eR,  h=af+ Ay

5. D’apres la question précédente, on a l'inclusion F' C Vect(f, g). Par ailleurs, on sait que f,g € F et que F est un
espace vectoriel donc Vect(f, g) C F. Par double inclusion, on a bien 'égalité :

F = Vect(f,9)



6. La famille Z = (f, g) est génératrice de F' d’apres la question précédente. Montrons maintenant qu’elle est libre.
Soit «, 8 € R. On suppose que af + g = 0 (fonction nulle de R dans R). Alors :

Vo € R, af(x) + Bg(x) = 0(z) =0,

c’est-a-dire :
a2 2 [T,
Vr € R, ae2+ﬂe2/e’t dt =0
0

Pour x =0, on a a = 0. En dérivant la relation restante, on a :

2

ﬁ z 2 z_
Ve € R, Bre 2 / e Vdt+Be 2 =0
0

Le choix £ = 0 nous donne # = 0. La famille & est donc libre. Finalement :

|<%’ est une base de F' et dim(F) = card(#) = 2|

Probléme 1 (série harmonique alternée).

Premiére partie : étude de la suite (I,)nen

1. Ona:
1
dx 1
Io—/o 1+I—{ln(1+m)]0—ln(2)
et :
1 1
T 1 1
L = dx = 1— dx = |z — In(1 =1-1In(2
! /Ol—i—x v /0 ( 1+x> v [x n( +x)}o n(2)
De plus! :
X2 X —
_ (X+1) (X+1)+1:X_1+ 1
X+1 X +1 X +1
Ainsi :

2

x? ! 1
I, = [Q—x—i—ln(l—i—x)} =1In(2) — =
0

2. (a) Soit n € N. Par linéarité de l'intégrale, on a :

1 n+1 n 1,.n -1
Inﬂ—fn:/ r 7 dxz/wdx
o \1+z 1+z o l1+=z

n n -1
a: >Oetx—1<0doncM
T 1+

Pour tout = € [0, 1], on a . < 0. Par positivité de 'intégrale, on a donc

Iyi1 — I, <0. Ainsi :

la suite (I,)nen est décroissante

(b) Pour tout n € N, on a I, > 0 par positivité de Uintégrale car :

mn

14+ =z

=

vz € [0,1],

La suite (Ip,)nen est donc décroissante et minorée par 0; le théoréme de la limite monotone nous permet
donc de conclure que :

|1a suite (Ip,)nen est convergentel

1 n n+1 1 n+171
In+In+1:/ 2z 42 dx:/x"dx: x

1
v N I+ Iy =——
n e ) + +1 n+1

3. Soitn € N.On a:

donc :

1. 1l s’agit de décomposer en éléments simples une fraction rationnelle.



On sait que la suite (I,,),en est convergente. Notons ¢ € R sa limite. Alors I,,11 —— £. De plus
n—+oo n n—+oo
En faisant tendre n vers +oo dans la relation de récurrence précédemment obtenue, on obtient 2¢ = 0, c’est-a-dire

¢ =0. Ainsi :

lim I, =0

n—+oo

4. Soit n € N*. La suite (Iy)sen est décroissante donc I,,11 < I, < I,,—1 donc :
In + In-i—l < 2In et In—l + In = 2171

En utilisant 1’égalité obtenue a la question 2., ces deux inégalités se réécrivent :

1 1 1 1
<2, S ———— ‘est-a-di < In <
n+tl (-1 +1 O 9 2n
1 . .
Comme ~ — on déduit du théoréme des gendarmes pour les équivalents que :
2n + 2 n—+oo 2n

1

" o~ —
n—+o0o 2n

Deuxiéme partie : étude de la suite (A,)n>1

5. (a) On utilise un raisonnement par récurrence.

* On a A; =1 et (en utilisant la question 1.) :

L’égalité est donc vérifiée pour n = 1.

* Soit n € N*. On suppose que A,, = In(2) + (=1)"*11,. Montrons que :
A1 =In(2) + (=1)" 21,11

On a (en utilisant la relation de Chasles pour les sommes et I’hypothése de récurrence) :

n+l k41 n k+1 n-+2 n+2
(=1 (1) (1) 1 (=1
Api1 = ~ = =1In(2 )",
A
X . 1
D’aprés la question 3., on a I,, = —— — I,41 donc :
n+1

1 (—1yntt
A =In(2 —1)n+t — 1 - —
v =102+ (1 (g = d ) -

=1n(2) = (-=1)"" L
=1n(2) + (=1)""2I, 4

L’égalité est donc vérifiée au rang n + 1.

Par principe de récurrence simple, on peut conclure que :

Vn € N¥, A, =1In(2) + (=),

(b) La suite (I,)nen converge vers 0 et la suite ((—1)")

obtenue a la question précédente entraine que :

est bornée donc (—1)""11,, ——— 0. La relation

neN n—+0o00

la suite (Ay)n>1 est convergente de limite In(2)

6. Soit n € N. Posons :

u'(x) = a™ v(x) = 1—&1—35
xn—i—l , 1
u(x):n+1 U(x)__(l+x)2



Les fonctions u et v sont de classe € sur [0, 1] donc, par intégration par parties, on a :

In= [(n +af)l(+11+ x)I) - /01 C(n+ f;(ir )2 dz

1 1 b gntl
= d
2(n+1)+n+1/0 Qtz2 "

Ainsi :
1 1t oant?
Vn € N, I, = d
" " 2n+2+n+1/0 1+z)2 "
7. Soient n € N et z € [0, 1]. Il est clair que (1+ z)? > 1 donc (par décroissance de la fonction inverse sur R* ), on a
1 n+1
0 < ——— < 1. Comme z"*! > 0, on obtient 0 < ———— < 2L, Par (positivité et) croissance de I'intégrale,
(1+x)2 (1+z)?
on obtient :
1 xn—i—l 1 1 xn+2 1 1
Oé/izdmé/x”*'ldx ol /x"“dmz =
0 (1 + 1’) 0 0 n -+ 2 0 n -+ 2
On a donc bien :
1
Vn € N, 0< J, <
" "Sn+2

8. Soit n € N*. On utilisant successivement les questions 5.(a) et 6., on a :

1 1 (_1)n+1 (_1)n+1
A, =1n(2 )t —— 4+ ——J, ) =In(2 n
82+ (=1 <2n+2+n+1 T
D’aprés la question 7., on a :
(—1)ntt 1 1 1
n+1 n+1 (n+1)(n+2) = n?

(1"t 1 : R
donc ———J, = O | — |. Pour conclure, il suffit d’établir que :
n—-+oo

n+1 n?
et o) "

2n + 2 00 2n n?

Or, pour tout n € N*, on a :

1 1|
m—+2 2n|

2n—(2n+2)’ 1 1

= g —_
2n(2n + 2) n(2n+2) ~ n?

car n(2n + 2) = 2n? + 2n > n?. L’estimation (*) est donc démontrée. Finalement, on a bien :

n

Zﬂ = ln(2)+H>nH+O(1>

k n—+o00 2n n?
k=1

Probléme 2 (étude d’une fonction définie par une intégrale).

1. (a) Soit z € J. Pour tout ¢ € [x,2%], on a t > x > 1 donc In(t) > 0. Par positivité de I'intégrale (les bornes sont
dans le bon sens), on a ®(z) > 0.

T
Sixz € I,alors 0 < 22 < o < 1 et la fonction f est négative sur ]0,1[ donc / f(t) dt < 0 (positivitée de
x2

(172
I'intégrale) puis ®(z) = —/ f(t)dt > 0. Ainsi :

|1a fonction f est positive sur les intervalles I et J |

(b) Comme F est une primitive de f sur TUJ, on a :

IL‘Z

VeelUlJ, @)= [F(t)} — F(z?) — F(z)
Or la fonction F est dérivable sur I U J (en tant que primitive de f sur I U J) donc, par composition et
différence de fonctions dérivables :



|la fonction ¢ est dérivable sur 1 U J |

et :

z—1
In(z)

Ve elUJ, () = 22 F' (2?) — F'(x) = 22f(2*) — f(x) =

Or les nombres  — 1 et In(x) sont de méme signe pour tout « € I U J donc &’ est positive sur I U J. On en
déduit que :

|la fonction ® est croissante sur I et sur J |

1/t
In(t)

Une primitive de la fonction t — sur I U J est t — In(| In(¢)|) donc :

2

VeelUJ,  U(z)= [ln(|ln(t)|)]z = In(|In(z2)]) — In(|In(z)|) = In(2)

Soit x € J. On a :

t
Pour tout t € [z,27], on a — < 1 et In(t) > 0 (car t > x > 1) donc :
T

t
4 1

Vt € [z, 2%,

O(x) | D(x)
< — <Vv
3 /x () dt i.e 3 (x)
Ainsi :
[} [
Vo € J, (f) < U(x) < —x)
x x

On en déduit que :
(Vo € J, 2¥(z) < ®(2) < 2%V (z)) et (Va € I, 2*¥(z) < ®(z) < 2¥(x))

i.e., en utilisant la question 2.(a) :

(Vz € J, In(2)z < ®(z) < In(2)2?) et (Va € I, In(2)2* < ©(z) < In(2)z)

Ces inégalités et le théoréme des gendarmes fournissent les limites :

d(x) —0 In(2) et d(x) —7 In(2)

Ainsi :

|1a fonction @ est prolongeable par continuité en 1 (en posant ®(1) = In(2)) |

1
Pour tout z € TU J, onaé'(x)zzf( ).Posonsle—i—h. Alors :
n(z

oo h B 1
In(1+h) h=0 , — B2 4 o(h2) =0 1 — % +o(h)

(14 h) =

1
T =
1+ u u—0

)

h
1—u+o(u) et —— + o(h) —— 0 donc :
2 h—0

h z—1
’ _ n . ’ _ -
(14 h) h—01—|— 5 +o(h) i.e. o (J?)z . 1—&—72 +o(x —1)

En intégrant ce développement limité et sachant que ®(1) = In(2), on obtient :

o) = (@) +(@—1)+ E=D

z—1 4

+o((z —1)?)




(e)

Comme ®(1) =1In(2), on a :

O(z) —O(1) x—1
rz—1 4 z—1

donc :

la fonction ® est dérivable en 1 et ®'(1) = 1, une équation de la tangente (7)) a la courbe %p

—1)2
en 1 est y = x + In(2) — 1; par ailleurs, I’équivalent ®(z) — z — In(2) + 1 ~ % nous
r—

permet d’affirmer que la courbe € se situe au-dessus de la tangente au voisinage de 1 (puisque
Péquivalent obtenu est positif)

3. On a démontré que :

4.

Ve eI, 1n(2)362 < O(z) < In(2)x

Le théoréme des gendarmes nous donne ®(x) —— 0 donc :

z—0t1

on peut prolonger ® par continuité en 0 (en posant ®(0) = 0)

On sait que ® est continue sur [0, 1] et dérivable sur ]0,1]. De plus :

—1
P (z) = = 0eR

- In(x) az—o+

donc, d’aprés le théoréme portant sur la limite de la dérivée :

(a)

|la fonction @ est dérivable en 0 et ®'(0) = Ol

Soit « € J. La fonction F' (qui est une primitive de f sur J) est dérivable sur J donc elle est en particulier
continue sur [z, z?] et dérivable sur |z, z?[. D’aprés le théoréme des accroissements finis, il existe ¢, €]z, 22|
tel que :

F(2%) = F(z) = (2% = 2)F'(ca) = (2* — 2) f(ca)

Or F(z?) — F(z) = ®(z) donc :

Ve e J, e, € [z,2Y], fles) =

1
Soit z € J. On sait qu’il existe ¢, € [z,2?] tel que ®(z) = (22 — z)f(c,). La fonction f : ¢ — —— est

In(t)
décroissante sur lintervalle J et on a ¢, € [z, 2?] donc :
F?) < fle) < @) 0 L <) < g
x c x i.e. — c
En multipliant par 22 — x > 0 (rappelons que z > 1 donc 22 > z), on obtient I’encadrement :
2 2
T —x -z
Vz € J, < P(x) <
2In(x) (@) < In(z)
On sait que :
Vo € J, O(z) > In(2)x
et In(2)z i ™ donc, d’aprés le théoréme de comparaison :
T—r+00
P
(m) r—+00 o0
22
De plus, en utilisant les inégalités obtenues & la question précédente et en divisant par () > 0 (pour
n(x

x>1),ona:

1 o O(z)In(x) <1-

1
2 27 2 st

8=

Vo € J, 0<

®(z) In(x)

5 est bornée sur l'intervalle J donc :
T

20, =0 ()

Ainsi, la fonction x —




