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DEVOIR SURVEILLE 6

un corrigé

Exercice 1 (dérivées successives).

1. Les fonctions © — 22 + 4 et © — e® sont de classe € sur R donc, par produit,

la fonction f est de classe €°° sur R

Soient n € N et € R. D’aprés la formule de Leibniz, on a, en notant u : t — t> + 4 et
vit— el
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Donc :

Vn e N, Vz € R, F(2) = (> 4+ 2nz+n®> —n+4)e”

3
2. La fonction & — 3 4 4x est de classe € sur R\ {—4} et ne s’y annule pas donc :

4

la fonction g est définie et de classe € sur £ =R\ {—3}

Montrons maintenant la formule annoncée a ’aide d’un raisonnement par récurrence.
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donc l'égalité est vraie au rang n = 0.
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* Soit n € N. On suppose que :
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L’égalité est donc vérifiée au rang n + 1.



Par principe de récurrence simple, on peut conclure que :

(_1)n22n+1n !

VneN, Ve € E, g™ (z) = Bt an)

Exercice 2 (étude d’une suite récurrente).

1. Question préliminaire.

La fonction g est continue sur [a,b] comme différence de fonctions qui le sont. De plus, comme
f(a) et f(b) appartiennent a [a, b] par hypothése (en effet, f est & valeurs dans [a, b]), on a :

ga)=fla)—a>a—-a=0 et gb)=f(b)-b<b-b=0

Ainsi, g(a) et g(b) sont de signes contraires donc, d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires,
il existe ¢ € [a, b] tel que g(c) = 0, i.e. tel que f(c) — ¢ = 0. Autrement dit :

la fonction f admet au moins un point fixe dans [a, ]

. Soit & € R. Les fonctions In et /- sont respectivement définies sur R*. et Ry donc :

x>0 x>0

€9, — “— T = —
o v 2—1In(z) >0 In(z) <2 r<e?

par croissance stricte de la fonction exponentielle sur R. Ainsi :

la fonction ¢ est définie sur Z,, =]0, e?]

. Les fonctions In et z — /x sont dérivables sur R* donc, en reprenant le raisonnement précédent,
on obtient que :

la fonction ¢ est dérivable sur D, =]0, e?|

De plus :

Vz € Dy, o' (z) = _ = <0
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(a) D’aprés ce qui précéde, on a :
e([Le]) = [p(e), (1) = [1,v2]

Or v2 < \/1, donc v2 <2< e (d’apres 'inégalité donnée au début de 'exercice). Ainsi,
[1,4/2] C [1,e]. Par conséquent :

0

I'intervalle [1, e] est stable par la fonction ¢

(b) La restriction de ¢ a l'intervalle [1, e] est a valeurs dans [1, e] d’aprés la question précédente.

* Comme cette fonction est continue sur [1, |, la question préliminaire assure l’existence
d’un point fixe pour ¢ dans [1,€].



* Par ailleurs, la fonction ¢ : © — ¢(z) — x est une somme de fonctions strictement
décroissantes sur [1,e]. Ainsi, g est injective sur [1,e] donc g s’annule une unique fois
sur [1,e].

Ainsi :

la fonction ¢ admet un unique point fixe dans [1, €]

5. On a:

ug € [1,e] et [1,e] est stable par ¢ donc pour tout n € N, on a u, € [1,¢]

par une récurrence immédiate.

6. (a)

()

On sait que ¢ est dérivable sur [1,e] (puisqu’elle 'est sur D, qui contient [1,¢]) et :

1
N 224/2 — In(x)

Soit z € [1,¢e]. On a In(z) < 1 puis 2 —In(x) > 1. Par croissance de la fonction racine carrée
sur Ry, il vient /2 —In(z) > 1. Par ailleurs, 2z > 2 donc, en multipliant terme a terme,

1 1
on obtient 22:4/2 — In(x) > 2. En passant a Uinverse, on en déduit que

224/2 —In(z) 2

Vz e [le],  |¢(a)

Autrement dit : )
Vr € [Le]a ‘80,($)| < 5

D’apreés le théoréme sur l'inégalité des accroissements finis, on peut conclure que :

1
la fonction ¢ est i—lipschitzienne sur [1,¢]

D’aprés la question précédente, on a :
Vo,y € [Le],  Jo(z) —e(y)| <

Soit n € N. Comme uy,, ¢ € [1,€], on a :

lp(un) —p(0)] < —5—

Or o(up) = upt+1 et p(€) = £ (car £ est un point fixe de ¢) donc on a bien :

Vn € N, [uns1 — O] < = X |up — £

DN | =

On utilise un raisonnement par récurrence.

* On sait que ug =1 et que £ € [1,e¢] donc £ —1 < 0et:

e—1

lug—l|=1]1—4|=¢—-1<e—-1= 50

L’inégalité est donc vérifiée au rang n = 0.

e—1
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* Soit n € N. On suppose que |u, — ¢| <

X |up — | < (par hypothése de récurrence)

DO | =

[Uupy1 — 2| <

donc 'inégalité est vérifiée au rang n + 1.

Par principe de récurrence simple, on peut conclure que :
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Vn € N, lun, — €| <

2?’L




(d) Soit n € N. D’aprés la question précédente, on a :

e—1 e—1 . e—1 e—1
~ <u, —¥< o puis 0 — <

e —
Or {£ —— ——— { donc, d’aprés le théoréme des gendarmes,
2" p—+oo

|1a suite u est convergente de limite ¢

Exercice 3 (convexité).

1. La fonction f € R’ est dite convexe sur I si :

Ve, y e I, VA e 0,1], FOz+ (1= Ny) < Af(x)+ (1= N)f(y)

2. On suppose que f est convexe sur R et que g est concave sur R. On pose h = f — ¢g. Soient
z,y € R et A € ]0,1]. Par hypothése, on a :

fOz 4+ (1= XNy) <Af(2)+ (1 =N f(y) (%)
et :
gA+(1=Ny) 2 Ag(x)+(1-Ng(y)  de.  —gQAz+(1=Ay) < =Ag(x)—(1=A)g(y) (+*)
En sommant les inégalités (x) et (xx), on obtient :
FOz+ (1= Ny) — gz + (1= Ny) < A[f(2) — g(@)] + (1 = N [f(y) — 9(v)],

o A\ + (1= N)y) < A(@) + (1 = Mh(y)

Autrement dit :

|1a fonction h est convexe sur ]Rl

3. (a) La fonction f est dérivable sur R¥ comme produit de fonctions qui le sont et :
1
vVt e RY, f'(t) =In(t) +t x = In(t) + 1

La fonction f” est croissante sur R* (car la fonction In I'est). D’apreés le critére de convexité
pour les fonctions dérivables, on peut conclure que :

la fonction f est convexe sur R*

(b) Soit x,y € R%.. Le choix A =

f(‘"”jy><§f<x>+§f<y> x;yln<$;y)<xln(x>;yln(y>

€ [0, 1] dans la définition de la convexité fournit I'inégalité :

N |

En multipliant par 2 > 0, on a bien :

Tty

Vr,y € RY, (x+y)ln< 5

> <zln(z)+yln(y)




