MPSI 2025/2026 Lycée Mariette

DEVOIR SURVEILLE 6

un corrigé

Exercice 1 (convexité).

1. La fonction f € R! est convexe sur I si :

[Vz,y e, VA€ (0,1],  fOz+(1-Ny) <Af(2)+(1-Nf0)|

1
2. (a) La fonction ¢ est deux fois dérivable sur ] -=, +oo{ comme composition de fonctions dérivables et :

2 4

]‘ / 1
_ — = >
Vo > 5 o' (x) et ¢ (x) (05 2002 >0

donc :

1
la fonction ¢ est convexe sur } —5 +oo[

1
(b) Soit z,y € } 5 +00 [ Comme ¢ est convexe, on a puisque % €10,1] :

5 c’est-a-dire In(1 + 22) ;_ In(1 + 2y)

<In(l+z+vy)

o <x42ry> < 2@ o)

soit encore In (y/(1 + 22)(1 + 2y)) < In(1+4 z +y). Par croissance de la fonction exponentielle sur R,
on peut conclure que :

(1+22)(1+2y)<1l+z+y

Exercice 2 (étude d’une suite).

Partie A : étude d’une fonction
1. Soit x € R. La fonction In est définie sur R* et s’annule (uniquement) en 1 donc :
rePy = (x>0etx#1) <= xR\ {1}

Donc :

¢ =)0, 1[U1, +o0

2. Comme In(z) —— -00, on a f(x) — 0 (opérations sur les limites). Ainsi :
z—0t z—0t

|on peut prolonger f par continuité en 0 en posant f(0) = Ol

3. Ona:

x) —
lim —————~>=1i =0
mlgl‘*' z—0 m—l>%1+ lIl(IL')

donc :

|f est dérivable en 0 et f/(0) = Ol




4. La fonction f est de classe €* sur ]0, 1] comme quotient de fonctions qui le sont et elle est dérivable en 0

8.

(¢f. question précédente). Il reste & montrer que la fonction f’ est continue en 0. On a f/(0) =0 et :

vz €10, 11 f'(@) = lnlglgc(?v)_2 - - lnzz) B ln(%”z:)2

Comme In(z) —— -o0, on a f/'(xr) — 0= f/(0). Ainsi, f’ est continue en 0. Finalement :
z—0t1 z—0+

la fonction f est de classe €' sur [0, 1]

D’aprés la question précédente, le signe de f sur [0, 1{U]1, +oo] est celui de z — In(x) — 1. Par croissance
stricte de la fonction exponentielle sur R, on a :

vz €]0, 1{U]1, +o0], fl2) 20 < In(z) —120 < x>e

On en déduit le tableau de variations de f suivant sur son domaine de définition :

z 0 1 e +00
f'(@) - - 0 +
0 +00 +00
-0 €

La limite de f en +00 est une conséquence immédiate du théoréme relatif aux croissances comparées (et
celles en 1 sont claires).

Partie B : étude d’une suite

On utilise un raisonnement par récurrence.
* On nous donne 'inégalité 3 > e donc vy > e et I'inégalité est vraie au rang 0.

* Soit n € N. Supposons que v, > e. La fonction f étant croissante sur [e, +oo[, on a f(v,) = f(e),
c’est-a-dire v, 41 > e. L’inégalité est donc vraie au rang n + 1.

Par principe de récurrence simple, on a donc :

|Vn€N7 Un>e|

Pour tout n € N, on a v,, > 0 (puisque v,, > e) et :

Un+41 - 1
U, In(vy,)

car In(v,) > 1 (par croissance de In sur R’ et car v, > e) et par décroissance de la fonction inverse sur
R* . On conclut donc que la suite v est décroissante. Par ailleurs, v est minorée par e donc (d’aprés le
théoréme de la limite monotone) :

|1a suite v est convergentel

(a) Soit z € [e,+0o[. On sait que f'(z) > 0 (la positivité de f’ sur I'intervalle [e, +oo[ a été établie a la
question 5.). De plus :

c’est-a~dire f'(z) <

o~ =

Vo elesool,  0<f(@) <

Remarque : bien entendu, on peut également s’en sortir en étudiant les variations de la fonction f’
sur [e, +00].



(b) Le théoréme relatif a l'inégalité des accroissements finis s’énonce comme suit :

Soient I un intervalle non vide et non réduit & un point et soit g : I — R une fonction dérivable
sur I. On suppose qu’il existe K > 0 tel que :

Veel, |g(@)| <K
Alors g est K-lipschitzienne sur I, c’est-a-dire :

Ve, y eI, lg(z) — g(y)| < K|z —y|

(c) La fonction f est dérivable sur l'intervalle [e, +oo[ et la fonction |f’| est majorée par § sur [e, +o0]

d’apres la question 8.(a). D’apres I'inégalité des accroissements finis, on a alors :

1
va,y € [e,roof,  [f(x) — fly)l < g >z —yl
Soit n € N. Les nombres v,, et e appartiennent a [e, +oo[ (d’aprés la question 6. pour v,) donc :
1
£ (en) = (@) < 3 X [on —el

Mais f(v,) = vpe1 et f(e) = e donc :

|u, — e

(d) On utilise un raisonnement par récurrence.
* On a:
|[vg—e|=3—e<1

car on sait que 2 < e < 3 (donc 0 < 3 — e < 1). L’inégalité est donc vraie au rang 0.

1
* Soit n € N. On suppose que |v, —e| < o En utilisant la question précédente puis ’hypothése
de récurrence, on a :
1 1 1
|’Un+1fe| § Z X |’Unfe| § Z X 47

et I'inégalité est vraie au rang n + 1.

1 L. 1
car 1 > 0. Ainsi, |v,4+1 —e| < yrEsY

Par principe de récurrence simple, on conclut donc bien que :

Vn € N, |vp, —e] <

1
4n

1
Ona — ——— 0donc:
4" n—+4oo

|1a suite v est convergente de limite e

9. Comme 4° > 103, on a 420 > 10'2. Pour tout entier n > 20, on a 4™ > 4%° donc :

1 1 12
‘vn*e|<47<470§10

Ainsi :

a partir du rang n; = 20, les termes de la suite v fournissent une valeur approchée de e & 10712 prés

Probléme (exponentielle de matrices).

Partie I : cas d’une matrice nilpotente

1. Soit s,t € R. Par bilinéarité du produit matriciel, on a (on utilise également le fait que I, est 1'élément
neutre pour le produit matriciel) :

2 2
E(s)E(t) = <1p +sA+ 82AQ> (Ip e ’;A2>

872751434_%144

I +tA+t2A2+ A+ tA2+St2A3+52A2+
P 2 2 2 2 4



Or A est nilpotente d’indice 3 donc A% = A% = 0,,. Il reste :

2 2
E($)B(t) = Ip +tA+ 5 A+ sA+ stA® + °

§% + 2st + 2
2

2
:I,,+(s+t)A+(S+Tt)A2

=I,+(s+t)A+ A?

=E(s+1t)

Ainsi :

[Vs.teR, E(s+1t)=B(s)E()]

2. Montrons par récurrence que pour tout entier naturel n, la propriété :
Py« VLR, (E(t)" = E(nt) »

est vraie.

x Pour tout t € R, on a (E(t))° = I, et :
0 2 0
E(Oxt):lp+0><A+5 x A =1, = (E(t))

donc &, est vraie.

* Soit n € N. On suppose que &, est vraie. Soit t € R. Alors :

(E(t)" = BE(t)(B(t)"

E(t)E(nt) (car &, est vraie)

E(t + nt) (d’aprés la question 1.)
E((n+1)t)

donc la proposition &, 11 est vraie.

Par principe de récurrence simple, on peut conclure que :

V(n,t) eNxR, (E(t)" = E(nt)

3. Pour tout t € R, on a (d’aprés la question 1.) :
Ef)E(-t)=E(t+(-t)=E0) =1, et E(-t)E(t) = E((-t)+t) = E(0) =1,

donc :

pour tout ¢ € R, la matrice E(t) est inversible d’inverse (E(t))~! = E(—t)

4. Soient a, b, c € R. On suppose que :
al, +bA + cA? =0, (%)

* En multipliant par A% dans cette égalité, et en utilisant la bilinéarité du produit matriciel, on obtient :
aA? +bA® 4+ cA' = A x 0, =0,
Or A est nilpotente d’indice trois donc A3 = A* =0, (et A% #0,). Il reste aA? = 0,. Mais A2 # 0,
donc a = 0.
x L’égalité (x) devient bA + cA? = 0,. En multipliant maintenant par A, il vient bA% + cA3 = 0,,
c’est-a-dire bA%? = 0, (car A% = 0,). Ainsi, b = 0 (puisque A? # 0,,).
* L’égalité (x) s’écrit finalement cA? = 0, avec A% # 0, donc ¢ = 0.

Ainsi :

Va,b,c € R, aIp+bA+cA2 = a=b=c=0

5. Soient s,t € R. On suppose que E(s) = E(t), c’est-a-dire :

2 _ 42
sT =t 5
A° =0,

2 2
I, +sA+ %Az =1, +tA+ 5142 c’est-a-dire OxI,+(s—t)A+

Or on a montré a la question précédente que la seule combinaison linéaire al, + bA + cA? qui donne la
2 _ 42
§°—1

matrice nulle 0, est celle pour laquelle a =b=c=0. Onadonc s —¢t=0et =0. Ainsi, s =1 et

donc :



I’application E est injective

6. Par simple calcul :

0 0 1
A2=1[0 0 0] # 03 et A3 =03 donc A est nilpotente d’indice trois
0 0 0
et :
10 0 01 1\ /(001 1t t+ 8
pour tout t e R,ona E(t)= [0 1 0] +¢|0 0 1 —1—5 0 0 0)J=1]01 t
0 0 1 0 0 0 0 00 0 0 1

Partie 11 : le cas particulier p = 2

7.Onadet(P)=3x1-2x1=1%#0 donc:

P est inversible d’inverse P~! = ( 1 2)

rar= (400 D)0 D= )E )

D= (2 0> est une matrice diagonale

De plus :

et donc :

0 1

8. Comme D est une matrice diagonale, on a :

W (27 0
VneN, D _(o 1)

On démontre ensuite la relation proposée a ’aide d’une récurrence simple.
* Ona A° =1, et D% = I, donc :

pPD'Pt=pLPpl=pPPpt=1=A°

L’égalité est donc vraie au rang 0.

* Soit n € N. On suppose que A" = PD"P~!. L’égalité D = P~!AP, obtenue & la question 7. se
réécrit, en multipliant & gauche par P et & droite par P! (et en utilisant I’associativité du produit
matriciel) :

PDP™ ' = PP 'APP ' = LAL, = A
Ainsi :
At = AA™ = pppP~lpDnp! (hypothése de récurrence)
= PDL,D"P~!
=pPDD"P~!
= pprtipt

Par principe de récurrence simple, on peut conclure que :

Vn €N, A" = ppnp!

Soit n € N. En exploitant cette relation :
An — 3 2\ /2" O 1 =2\ [3x2" 2 1 -2
S\l 1 0 1/\-1 3 /) A 1/\-1 3

3x 2" —2 3><2”+1+6>

Ainsi :

o —ontl 13

Vn € N, A”:(




9. Soient n € Nett€R. On a :
"tk (3x ok 2 _3x 2kl
En(t):Z'< 2k;_1 _2k‘+1+3

donc :

n

2t)k Dtk "L (2t)k "t
an(t) =3 (k? —zkz_oﬁ, bn(t):—GZ(kj +6‘ZH

k=0

et :

k n
ety =3 By
k=0

k=0

<
3

tk
K

=
o8
3
—~
-
S~—
[
\
[\
=
—
> ¥
T|I=
B
+
w
Eol
1M
o
?r‘ﬁ;r

t (2t)
. ) / : : t ; 2t .
10. Soit t € R. D’apres le résultat admis, on a nhIB ,;,O i e’ et nhIP ,;,0 A e~" donc :

lim a,(t) =3e*—2e’, lim b,(t) = —6e*+6e’, lim c,(t) =e*—e’ et lim d,(t) = —2e*+3e’

n—+oo n—+oo n—+0oo n—+oo

d’ou l'on tire que :

3e?t —2et —Ge?t 4+ 6et
YVt € R, E(t)Z( 02t _ ot _9e2t 4 3ot

11. TII est clair que :

1 -2 -1 3

en posant QQ = (3 _6) et R = (_2 6>, ona E(t) =e?Q+e! R pour tout t € R

12. On obtient :

Q*=Q, R*=R, QR=RQ=0

13. Soit s,t € R. Par bilinéarité du produit matriciel, on a :

E(S)E(t) — (625Q+68R) (62tQ+et R) :eQ(t+S) Q2 +625+t QR+eS+2t RQ+et+S R2
— e2(t+s) Q +et+sR

d’aprés la question précédente. Ainsi :

[vsteR, E(s+1)=E(s)E()|

La méme récurrence que celle menée a la question 2. fournit :

[V(n,t) eNxR,  (E(t)" = E(nt)]

et, comme a la question 3. :

|p0ur tout ¢ € R, la matrice E(t) est inversible d’inverse E(—t) |

Soit s,t € R tel que E(s) = E(t). D’apreés la question 10., on a :

3e?" —2e® —6e% +6e®\  [3e? —2e! —6e? +6ef
e?s —e® —2e?43e%)  \ e?—e! —2e?+3e!
On a donc (entre autre) 3e?® —2e® =3e?’ —2e’ et €2 —e® =e? —e’. En résolvant ce systéme formé
par ces deux équations, on obtient (e2* =e?! et) e® = e’. L’injectivité de la fonction exponentielle sur R
entraine que s = t. Ainsi :

|1’application FE est injective




