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DEVOIR SURVEILLE 5

un corrigé

Exercice 1 (étude d’une suite implicite).

1. Pour tout x € R*, on a :

° 1 1 1
Z =q &= —=q = r=— (car a # 0)
k:0w+k T a

et pour tout € R\ {-1,0} :

1

Z L —a<:>1+ L —a@ﬂ—a@Qx—Fl—ax(x—!-l)
k:Ox—l—ki r w+1 z(z+1) N

= ar’+(a—2)r—-1=0 (1)

L’équation (1) est du second degré (car a # 0) ; elle admet pour discriminant (a—2)%+4a > 0 (puisque (a—2)% > 0
2—at/(a—2)?+4a

20 Donc :

et a > 0). Celle-ci admet donc pour racines (réelles distinctes)

2—at+va?+4
2a

1
(Eo) a pour racine — et (Ei1) a deux racines réelles distinctes qui sont
a

2. Dénombrement des racines de I’équation (E,)

(a) Soit n € N. La fonction f, est dérivable sur 2 comme somme de fonctions qui le sont et :

~ 1
! e —
Vee 2,  fi(x)= I;J EEwE <0
TV N —
>0

Ainsi :

|la fonction f, est strictement décroissante sur chaque intervalle constitutif de &

La fonction f, est continue sur ]0, +oo[ (car elle y est dérivable) et elle est y strictement décroissante. D’aprés
le théoréme de la bijection, la fonction f,, réalise donc une bijection de ]0, +oo[ sur Uintervalle :

Jo(10.+00]) = | tim_fa(e), lim_fu(@)]

Pour tout k € [0,n], on a lim
z—+oo T + k

= 0 donc 11111 fn(xz) =0 (somme de limites). De plus :
Tr—r+0o0

. 1 . 1
vk € [1,n], Ilir0n+ T E R eR tandis que Ilir(r)l+ L=t

Ainsi, lim+ fn(z) = +00 et donc f,(]0, +oo[) =]0, +oo]. Comme a €]0, +oo[ (par hypothése), on peut conclure
z—0
que :

|1’équation fn(z) = a (Cest-a-dire (E,)) admet une unique solution dans 'intervalle ]0, +oo[|

n étudie I'existence de solutions de ’équation (E,) sur chacun des intervalles constitutifs de 2. La fonction

b) On étudie l'exist d luti de 1’é ti E h des int 11 titutifs de 2. La foncti
fn est continue et strictement décroissante sur chacun des intervalles constitutifs de 2 donc le théoréme de
la bijection s’applique sur chacun d’eux.

* Etude sur l’intervalle |-co, —n[

Ona lim f,(z) =0 (méme calcul qu’a la question précédente) et lim f,(x) = —oco car :
Tr—r— 00 T——n—
n—1 1 n—1 1
li = - tandi li = cR
wﬁl{[;* r+n ° andis que EHIEI:L* § x + k ; —n + k

Ainsi, fn(]-00, —n[) =]-00,0[ donc a ¢ fn(]-co0, —n]) (car a > 0). L’équation (E,) n’admet donc pas de
solution dans l'intervalle |-oco, —n]|.



* Etude sur l’intervalle | — £, —£ 4 1[ ou £ € [1,n]

Ona lim f,(x)= +oo car:
z——Lt

lim = +00
s—s—t+ T+ 4L
et lim  fn(x)=-ococar:
z—(—0+1)—
1
-00

lim — =
e (—t+1)- ¢+ L€ —1

1 1
et li = eER
;t_:I_nz-F;]CL‘-‘rk kzo—é—i—k
kAL kAL
et lim z": Lo_ Zn: 71 eR
e (—t+1) L= Ttk = —t+1+k

k#0—1

k#0—1

Ainsi, fn(]—¢,—¢+1]) =R donc a € fn(] — ¢, —£+1]). L’équation (E,) admet donc une unique solution

dans l'intervalle | — £, —¢ 4 1].

n

Il y a n intervalles dans la réunion U] — ¢, —£+ 1] donc 'équation (E,) admet n racines dans cette réunion.

=1

Enfin, on a vu a la question 2.(b) que (E,) admettait également une (unique) solution dans lintervalle

10, +oco[. Finalement :

|l’équation (En) admet exactement n + 1 racines réelles |

3. Etude rapide de la suite (n)nen
(a) Soit n € N. D’apres la relation de Chasles,

n+1

fn+1(m) - fn(x) = Z

k=0

1
x+k

Ainsi :

k

on a pour tout x €]0, +oo] :

n

! >
n+1

1 0
Oﬂc—i—k T+

(car

z>0etn+1>0)

|la fonction f,4+1 — fn est & valeurs (strictement) positives sur |0, +oo[|

(b) Soit n € N. Comme z,, €]0, +oo], on peut utiliser la question précédente :

Jnt1(xn) = fulzn) 20

c’est-a-dire

|la suite (acn)ngN est croissantel

4. Equivalent de z,, quand n tend vers +oo

(a) On utilise I'inégalité de concavité de la fon
Vi €]

Soit = €]1,+00[. On a :

In(z — 1

ction In, & savoir :

— 1, +o0], In(1+1¢t) <t

1_1)

xT

X

)—ln(m):ln(

fn+1(xn) 2 a

(car fo(zn) = a)

Or on a aussi frn4+1(Zn+1) = a donc l'inégalité précédente se réécrit fri1(zn) = fati1(Tnt1). La fonction fri1
est strictement décroissante sur )0, +00[ et (Tn, Tnt1) €]0, +00[*> donc T, < Tn1. Ainsi :

< =

)

T

ce qui fournit I'inégalité de gauche en multipliant par —1 < 0. De plus :

In(z) —In(z — 1) =

Finalement :

ln( i ):ln(l—l—
r—1

T —

S

><

1

1

x—1

vV €]1, +o0],

<In(z) —In(z — 1) <

8=

1
r—1

(b) Soit (n,z) € N*x]0, +oo[. D’aprés la questi

1
Vk € [1 —— <1
el — <
En sommant ces inégalités, il vient :

n n

(x4+k)—In(x+k—1) <

on précédente, on a :

1
r+k—1

n

1
< - —1)) <
Zx+k\ (In(z + k) — In(z + k 1))\Zx+
k=1 k=1 k=1
D’aprés la relations de Chasles, on a z”: L =
p s Loy Tk

n

> (in(z + k) — In(z + k — 1)) = In(z +n) — In(z) = In (

k=1

T +n
x

(carx+k>1lcarx>0et k>1)

1

k—1

1 .
fn(z) — =. La somme du milieu est télescopique et vaut :
x

)=n(+2)



Enfin, le changement d’indice £ = k — 1 et la relation de Chasles dans la troisiéme somme fournissent :

n n—1 n
1 1 1 1 1
;erkfl _;x+ﬁ_;x+é_x+n_fn(x)_x+n

Finalement :

1
x+n

fn(z) — é <In (1 + %) < fulz) —

puis, en évaluant en x, €]0, +oco[, on obtient bien (puisque fr(x.) = a par définition de z,) :

a7i<1n<1+£)<a7 1

Tn Tn Tn + 1N

(¢) Soit n € N*. D’aprés 'inégalité de droite précédemment établie, on a :

a>1n<1+£)+ ! >1n(1+£>
Tn Tn + 1N Tn
~——

>0

La fonction exponentielle est croissante sur R et exp oln = Idjg 4+ o[ donc :

@ —1 1
" >1+ 2 puis ° > — (car n > 0)
In n In

En utilisant enfin la décroissance de la fonction inverse sur ]0, +oco[, on obtient bien :

n

Vn € N*, xn>ea_1

(d) Comme a > 0,onae® > e’ (par croissance stricte de la fonction exponentielle sur R), c’est-a-dire e* —1 > 0.

Ainsi, lim a1 +00. Le théoréme de comparaison permet de conclure que :
n—+oco €4 —

lim z, = +00
n—+oo

n—+oo Tn n—+oo Tn —|— n
la question 5.(c) et le théoréme des gendarmes nous donnent donc :

lim ln(1+£> =a
n—+oo In

1 1
Ceci implique que lim (a — —) = lim (a — ) = a. La deuxiéme série d’inégalités obtenues a

(e) La limite précédente implique que liril (1 + i) = e® (par composition des limites avec la fonction
n—+oo Tn

. . . . n . P
exponentielle continue en a). Ainsi, lim — =e® —1# 0. Ceci se réécrit :
n—+oo Iy

lim
n—+oo n

Exercice 2 (méthode de Newton).

1.

2.

Partie 1 : Description de la méthode de Newton

On sait que la fonction f est continue sur [a,b] (puisqu’elle y est de classe €2). De plus, f est strictement
décroissante sur [a,b] (hypothése (H1)). D’apreés le théoréme de la bijection, f réalise une bijection de [a,b] sur
I'intervalle :

f([a,0]) = [f(b), f(a)]
D’aprés 'hypothése (Hs), on a 0 € f([a,b]). On peut donc conclure que :

| il existe un unique nombre réel ¢ € [a, b] tel que f(c) =0 |

(a) Comme f est dérivable au point ¢ (puisqu’elle est dérivable sur [a, b]), la courbe représentative ¢y admet une
tangente au point d’abscisse u € [a, b]. Une équation de celle-ci est y = f'(u)(z — u) + f(u). On cherche le
point z € [a, b] correspondant au point d’intersection de la tangente avec ’axe des abscisses. On résout :

fllu)e—u)+ flu) =0 <= f(u)(z—u)=—f(u)

= r—u=— f(z) (licite car f'(u) # 0 d’aprés (H1))

Ainsi :



f(w)
J'(u)

(b) Pour tout n € N, le nombre z,41 est Pabscisse du point d’intersection de la tangente a la courbe % au point
d’abscisse x,, avec ’axe des abscisses.

I’abscisse du point d’intersection cherché est u —

\
\

3. (a) La fonction f est de classe € sur [a,b] donc f et f’ sont en particulier dérivables sur [a,b] et f ne s’annule
pas sur [a,b] (hypothése (Hs)). La fonction g est donc bien définie et dérivable sur [a,b] comme différence et
quotient de fonctions qui le sont. De plus :

f@)f"(@) _ f@)f"(z)

f'(x)? - f(x)?

Vo €lab), g(x)=1- J'(@)”

On sait que f est (strictement) décroissante sur [a, b] et s’annule en c. Le signe de f sur [a, b] est donc donné
par le tableau suivant :

f(x) + 0 -

Par ailleurs, la fonction f? est clairement positive sur [a,b] et, d’aprés (Hs), la fonction £ est positive sur
[a, b]. Le signe de g’ sur [a, b] est donc celui de f. On en déduit le tableau de variations de g sur [a, b] suivant :

T a c b
g'(x) + 0 -
g(c)
g / \
g(a) g(b)

(b) On a g(c) = c (car f(c) =0 par définition de c) et :

f(a)
f'(a)

car f(a) >0 et f'(a) <0 (d’aprés (H1) et (H3)). Pour tout z € [a, c], on a par croissance de g sur [a, ] :

gla) =a— >a

a<g(a) <g(x)<glc)=c donc  g(z) € [a,d]
Ainsi :
g([a, CD - [0’7 C]

L’intervalle [a, c] est donc stable par la fonction g. Comme z¢ € [a, ], une récurrence immédiate permet de
conclure que :



(a)

| la suite (@ )nen est bien définie et a valeurs dans [a, c] |

Partie 2 : Convergence de la méthode de Newton

Pour tout n € N, on a :

Tng1 — Tn = g(Tn) — Tn = —

car la fonction f’ est & valeurs négatives sur [a,c] et car x,, € [a,c| et on sait que f’ est positive sur [a,c].
Ainsi :

| la suite (Tn)nen est croissantel

La suite (zn)nen est croissante et elle est majorée par ¢ (d’aprés la question 3.(d)) donc elle est convergente
d’apres le théoréme de la limite monotone. Notons ¢ € [a, c] la limite de cette suite. On sait que :

Vn € N, Tnt+1 = g(zn)

Or zn41 — L et g(zn) — g(£) d’apres la caractérisation séquentielle de la continuité (en effet, g est
n—+oo n—>+00
continue sur [a, b] donc en particulier au point ¢). En faisant tendre n vers +co dans la relation de récurrence
précédente, on a donc I'égalité £ = g({), c’est-a-dire :
0,
f(0)

Or f est injective sur [a,b] et on a 'égalité f(¢) = f(c) =0 (avec ¢, ¢ € [a,b]) donc £ = c. Ainsi :

soit encore f)=0

|1a suite (xn)nen converge vers c|

On sait que f est de classe €2 sur [a,b]. En particulier, les fonctions f’ et f” sont continues sur [a,b]. La
fonction valeur absolue étant continue sur R, on en déduit par composition que les fonctions |f'| et | f”| sont
continues sur le segment [a,b]. La premiére fonction admet donc un minimum et la seconde un maximum
(d’aprés le théoréme des bornes atteintes). Il existe donc «, 8 € [a, b] tels que :

(Vo € [a,b], [f'(@)] = |f (@) et (Vz€lab], [f"(@)] <[ (B))

Posons m = |f'(«)| et M = |f"(8)| + 1. Alors |f”| est majorée par M sur [a,b] et M > 0. De plus, m > 0
car on sait que f’ est a valeurs strictement négatives (donc ne s’annule pas) sur [a, b]. Donc :

|il existe m, M € R’} tel que pour tout z € [a,b], on ait |f'(z)] = m et |f(x)| < Ml

Soit z € [a,c]. On a :

@) = f(0) + / Fe)de

Posons ensuite :

u(t)=1 u(t) = f'(t)
u(t)y=t—c o'(t) = f(t)

Les fonctions u et v sont de classe €* sur [a,d] (car f € €>([a,b],R) pour la fonction v). On peut donc
intégrer par parties et on a :

c

[rwa=le-are] - [t-arma=c-ar@+ [ oo

x

En injectant I’expression de l'intégrale dans ’égalité proposée au début de la question, on a bien :

1(&) = F@) + (c— o)1 (x) + / e—t)f"(t) dt

On a alors (en utilisant 'inégalité triangulaire) :

[f(c) = fz) = (c = 2)f'(2)| =

[e-orwal< [e_tl o) a

<M

gM/;T:—t)dt
o5

T

(c— =)
2

M



On sait que f(c) = 0 donc cette inégalité se réécrit :

@ =)' (@) — o)) < M ESEE
En divisant par |f'(x)| = —f'(z) (car f'(z) < 0), il vient :
—(x—c)+ f(x) M(c—x)* ou x—@ B M(c—z)? _ M(c—x)?
@)= 2 (@) f'(x) 2@l T 2m

car on sait que |f’| est minorée par m sur [a, b]. Donc :

o) — el < (@ — P2

(¢) On sait que &, — ¢ donc :
n—-+oo
Ve >0, InceN, VneN, n>n. = |z, —c|<e

En particulier, pour € = ﬁ > 0, il existe N € N, tel que pour tout entier n > N, on ait |z, — ¢| < =, ce

1
qui implique que K|z, — ¢| < B} < 1. En particulier :
Klzy — | < 1

* L’inégalité est vérifiée pour n = N puisqu’il s’agit d’une égalité (les deux membres valent |zn — c|).

(d) On procéde par récurrence.

* Soit n € N tel que n > N. On suppose que :

on—N_1 on—N

|zn — ] < K lxn — ¢

Montrons que :

gn+1-N _4 gn+1—N

(st — ol <K jon —

On sait que z,, € [a,c] et que zn1 = g(zn) donc, d’aprés la question 5.(b) :
[@nst — el = lg(@n) — o] < K(2n —
= K|z, — ¢

<K x (K" (Jlan — of*"

,N)Q
par hypothése de récurrence et par croissance de la fonction carrée sur Ry. Or :

K x (K2H7N71)2(|:CN _ 0‘2"*N)2 K % K2x2"*N72|xN . C|2"*Nx2

on+1-N _ gn+1-N
=K lzn — ¢
L’inégalité est donc vérifiée au rang n + 1.
Par principe de récurrence simple, on a donc :
on—N_1 gn—N
Vn > N, |n — | < K N —C

(e) Pour tout entier n supérieur ou égal & N, on a :

n

|Tn — c|] < % X [(K|xN —c|)2_N]2

-N
On pose donc C' = % >0et k= (Klzny — c|)2 . On sait que K|zy — c| € [0,1] d’apreés la question 5.(c)
donc k € [0, 1]. Ainsi :

3(C,k) ERL x 0,1, VneN, n> N = |z, —¢| < Ck*"

Exercice 3 (arithmétique).

I — Un théoréme de Faulhaber

1. On alarelation 1 x (n+ 1) 4+ (—1) x n =1 donc, d’aprés le théoréme de Bézout :

|1es entiers n et n + 1 sont premiers entre equ




2.

(a)

Soient a,b, ¢, d € R. On considére la fonction P : z — az® + bx® + ca? + d. Pour tout « € R, on a (aprés
calculs) :

P(x 4 1) = P(z) + 4az® + (6a + 3b)z” + (4a +3b+2c)x +a+b+c+d

Ainsi, pour que :
Vz € R, P(z+1) — P(x),

4a =1
. 6a+3b=0 . . s ST .
il suffit que Ao+ 3b+2—=0 - La résolution de ce systéme fournit les valeurs :
a+b+c+d=0
1 1 1
a—z, b——i C—Z et d=0
Ainsi :
Xt X2
le polynéme P = VIS + T est solution du probléme

En sommant les égalités obtenues & la question précédente, on obtient :

2 2
* 1
Vn €N, Su(3) = P(n+1) — P(1) = %
Soit n € N*. Tout d’abord, les nombres Z ket Z k3 sont clairement des entiers (une somme d’entiers étant
k=1 k=1

un entier). De plus, d’aprés la question précédente, on a :

n n 2 n n
Z K= <Z k) done Z k divise Z K°
k=1 k=1 k=1 k=1

Ainsi :

| le théoréme de Faulhaber est vrai si ¢ = 3 |

Le lemme de Gauss s’énonce comme suit :

|Soient a,b,c €Z tels que a | bec et a ANb = 1. Alorsa\c.l

Soient a, b, c € Z tels que a Ab = 1. On suppose que a | ¢ et b | c. Comme a | ¢, il existe k € Z tel que ¢ = ka.
Ensuite b | ka et a Ab =1 donc b | k d’aprés le lemme de Gauss. On en déduit que ab | ka, i.e. que ab | c.
Ainsi :

|Va,b,c€Z, (a/\bzleta|cetb|c)=>ab|c|

Le changement d’indice (décroissant) p = n — k dans la somme S, (q) fournit :

Su@) =S (n-p)' =3 (n—p)°

car 07 = 0 (puisque ¢ > 1). Autrement dit :

Sul@) =3 (n— k)"

k=0

Pour tout k € [0,n], on a n — k = —k [n] puis, par compatibilité de la relation de congruence avec ’exponen-
tiation positive entiére

(n—k)? = (k)= —kn] car (k) = (1) = —k1

car l'entier ¢ est impair. En sommant les relations de congruences, on obtient :

k=0 k=1

La question précédente permet de conclure que :

| S(a) = =Su(q) [n] |

n
Le changement d’indice p = n + 1 — k définissant S,,(q) fournit I'égalité S, (q) = Z (n+1—p)?. Pour tout
p=1
p € [1,n], on a (n+1—p)? = —p?[n + 1] puis, en sommant les relations de congruences, on obtient la
relation :
Sn(q) = =Sn(q) [n+ 1] soit encore 25,(q) =0[n + 1]

Autrement dit :



5.

| n+ 1 divise 25, (q) |

(¢) On sait que n et n+1 divisent 25,(q) (questions 4.(a) et 4.(b)). Or n et n+ 1 sont premiers entre eux (d’aprés

la question 1.) donc n(n + 1) divise 25, (¢q) (d’aprés la question 3.(b)). Autrement dit, il existe o € Z tel que
25,(q) = an(n + 1), ce qui se rééerit :

n(n+1)

Sn(q) = 5

soit encore Sn(q) = aSn(1)

Autrement dit, Sp(1) | Sn(g). Finalement :

| le théoréme de Faulhaber est démontrél

ITI — Caractérisation des nombres parfaits pairs

(a) Soient m,n € N tels que m An = 1.

i. Soit k € Z(mn). Onposed=kAmetd=kAn.Onad|metd|n (par définition du PGCD); or m
et n sont premiers entre eux donc d et § sont premiers entre eux. Comme d et § divisent k, on en déduit
que dd | k. Pour conclure que k = dd, il suffit de montrer que k divise dd. D’aprés le théoréme sur la
relation de Bézout, il existe u, v, w,z € Z tels que :

d = ku+mv et 0 = kw+ nx
En multipliant membre & membre, on obtient :
dé = (ku + mv)(kw + nx) = k(kuw 4+ nuz + mow) + mnoz

On sait que k divise mn donc k | k(kuw + nuz + mow) + mnoz i.e. k | dd. Finalement :

[on a bien 'égalite k = dd |

ii. Tout d’abord, I'application © est bien définie car si d et ¢ sont des diviseurs de m et n respectivement,
alors dd divise mn. On démontre maintenant l'injectivité et la surjectivité de ©.

* Soit k € Z(mn). En posant d=kAm et § =k An,on a (d,§) € Z(m) x 2(n) et égalité :
k=ds=0((d,5d)

d’aprés la question précédente. L’application © est donc surjective.

* Soient (di,61), (dz2,62) € Z(m)x Z(n). On suppose que O ((d1,01)) = O((dz, 52)). Ainsi, d161 = d202.
L’entier d; divise donc da2d2. Or d; et d2 sont premiers entre eux (en effet, si a est un diviseur commun
a dy et O, alors a divise m et a divise n donc a | m An i.e. a | 1). D’aprés le lemme de Gauss,
d1 | d2. Par symétrie, on a aussi d | di donc d2 = d1 (par antisymétrie de | sur N*). Il s’ensuit que
&1 = 02 et donc I'application © est injective.

Finalement :

| I’application © est bijective |

(b) Soient m,n € N* tels que m A n = 1. L’application © étant bijective, on a :

Z(mn) = {dé|d e Z(m)et § € Z(n)}
On en déduit que :

omn)= > k= > di= Y > d=| > d > 6

ke2(mn) de2(m) deP(m) €D (n) de2(m) €D (n)
6€2(n)

=o(m)o(n)

Ainsi :

|17applicati0n o est multiplicative |

6. Soit p € N. On suppose que 2” — 1 est un nombre premier.

(a) Soit d € Z(p). On a 2% =1[2¢ — 1] et comme P est un entier, on en déduit que :

d
27 — (21" =127 — 1]

Autrement dit, 2¢ — 1 divise 22 — 1. Or 2P — 1 est un nombre premier donc 2¢ — 1 € {1,27 — 1}. Autrement
dit, d = 1 ou d = p. Ainsi, les seuls diviseurs de p sont 1 et p. On peut donc conclure que :

Pentier p est un nombre premierl




(b) Les entiers 2P~ " et 2P — 1 sont premiers entre eux (le seul facteur premier de 2P~! est 2 et 2 ne divise pas
2P — 1, ce dernier entier étant impair). La fonction o étant multiplicative, on obtient :

o(n) =a(2* He(2” — 1)

Or 27 — 1 est un nombre premier donc (27 — 1) = 1 + (2 — 1) = 27 et les diviseurs (positifs) de 2°~* sont
les nombres 2%, ot k € [0, p — 1] donc :

p—1
2P 1
2P~y = N ok = =271
o(2P7h) ; o

On a donc bien o(n) = 2n. Ainsi :

| I'entier n = 2P71(2P — 1) est parfait |

7. Soit m un entier pair parfait. Posons p = 1 4 v2(n), out v2(n) est la valuation 2-adique de n. Par définition de la
% est impair. Il existe donc k € N tel que n = 292" (2k 4+ 1) = 2P~!(2k + 1). La fonction o

est multiplicative et I’entier n est parfait donc :

valuation, ’entier

m=o(n) =@ Vo@k+1) ie  2°(2k+1)= (2" — 1)o(2k + 1) (+)

Les entiers 2P et 2P — 1 sont premiers entre eux donc ’égalité précédente et le lemme de Gauss entrainent la relation
2P —1| 2k+1. 1l existe donc £ € N* tel que 2k+1 = (2P — 1)¢. La relation (%) nous donne l’égalité o(2k+1) = 2P¢.
On sait que p > 2 (car n est pair) donc 27 — 1 # 1. Ainsi, (27 — 1)¢ et ¢ sont des diviseurs distincts de 2k + 1.
Ainsi :

o2k +1) >0+ (2P — 1)L =274
Comme o (2k 4+ 1) = 274, les entiers (27 — 1)£ et £ sont les seuls diviseurs de 2k + 1 donc 2k + 1 est un nombre
premier. Ainsi, £ = 1 et 2k + 1 = 27 — 1. Finalement, n = 2P~'(2? — 1). Donc :

|tout nombre parfait pair est de la forme 2°7(2” — 1) ot p est un nombre premier




