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DEVOIR SURVEILLE 5

un corrigé

Exercice (arithmétique).

1. Question de cours.

(a) Les énoncés sont les suivants :

|Thé0réme de Bézout : Va,be Z, aNb=1 < (Ju,vE€Z, au+bv:1)|

et :

Lemme de Gauss : Va,b,c€Z, (a|bcetanb=1) = a|c

(b) Soit a,b,c € Z. On suppose que a | bc et que a Ab = 1. D’apreés le théoréme de Bézout, il existe
u,v € Z tels que au + bv = 1. En multipliant par ¢, il vient auc + bvc = ¢. Or a | be et a | auc donc
a | (auc + buc), i.e. a | c. Le lemme de Gauss est démontré.

2. Une équation diophantienne.

(a) Les entiers 11 et 24 sont premiers entre eux (en effet, 11 est un nombre premier et 24 n’est pas un
multiple de 11) donc :

d’aprés le théoréme de Bézout, il existe u, v € Z tels que 11u+ 24v = 1 ou, si on préfére, il existe
m,n € Z tels que 11m — 24n =1

(b) On utilise I'algorithme d’Euclide étendu. On a :
24=11x2+2 puis 11=2x5+1 puis 5=5x1+0
En remontant les égalités, il vient :
1=11-2x5=11-5x(24-11x2)=11x11-5x 24

Ainsi :

|une solution particuliére de (D) est (mg, ng) = (11,5) |

(¢) Notons .7 I'ensemble des solutions de (D).

* Soit (m,n) € .#. Alors 11m—24n = 1 et on a aussi 11mg—24ny = 1. En soustrayant la deuxiéme
équation a la premiére, il vient 11(m — mg) — 24(n — ng) = 0, soit encore :

11(m — mg) = 24(n — ny) (%)
Ainsi, 24 | 11(m —myg). Or 24 A 11 = 1 donc, d’aprés le lemme de Gauss, 24 | m —mg. Autrement
dit, il existe k € Z tel que m — mgy = 24k, i.e. tel que m = mg + 24k. En remplagant dans (x), il

vient 11 x 24k = 24(n — ng). On en déduit que n — ng = 11k, i.e. que n = ng + 11k. Finalement,
(m,n) = (mo + 24k, no + 11k), ce qui démontre 'inclusion :

S C {(mo +24k,ng + 11k) | k € Z}
* On établit maintenant l'inclusion réciproque. Pour tout k € Z, on a :
11(mo + 24k) — 24(ng + 11k) = 11mg + 11 x 24k — 24ng — 24 x 11k = 11mg — 24ng =1
car (mg,ng) est une solution de (D). On a donc bien l'inclusion :

{(mo + 24k, no + 11k) |k € Z} C .7

Par double inclusion, on peut conclure que :

Densemble des solutions de (D) est . = {(11 + 24k, 5 + 11k) | k € Z}




3. Une application.

(a) On a 10 = 1[9] donc, par compatibilité de la relation de congruence avec ’exponentiation positive
entiére, on a :
Vk e N, 10 =1*=1]9),

ce qui signifie que 9 divise 10¥ — 1. Ainsi :

pour tout k£ € N, le nombre 10* — 1 est un multiple de 9

(b) Soit (m,n) € .. Alors 11m — 24n = 1 donc 11m = 24n + 1 puis :
(10M™ — 1) —10(10%*" — 1) = (102" —1) —10**" ! 10 =9

Donc :

Y(m,n) € .7, (10M™ — 1) — 10(10%*™ — 1) = 9

(¢) Soit (m,n) une solution quelconque de (D). On sait que :

m—1 n—1
101 —1= (10" 1" = (10" = 1) Y10 et 107 —1= (10" —1) ) 10**
k=0 k=0
m—1 n—1
Posons M = Z 10M* et N = Z 10%4%. 11 est clair que M et N sont des entiers (naturels) et on a
k=0 k=0

la relation :
(10" —1)M — (10** —1)N =9

Ainsi :

3(M,N) € 77, (10" —1)M — (10** —1)N =9

(d) Posons d = (10 — 1) A (1024 —1).
* D’aprés la question 3.(a), les nombres 10'! — 1 et 10** — 1 sont divisibles par 9. Par définition
du PGCD, on a donc d > 9.

* Par définition du PGCD, on a aussi d | 101' — 1 et d | 10>* — 1 donc, si (M, N) est un couple
d’entiers qui vérifie la relation de la question précédente, on a aussi d | (101t —1)M — (10> —1)N,
i.e. d | 9. En particulier, on a donc d < 9.

Par antisymétrie de la relation <, on a peut conclure que d = 9. Ainsi :

(10" —1) A (10* - 1) =9

Exercice 2 (étude d’une suite implicite).

1. La fonction inverse est définie sur R* donc f,, est définie sur :

R\ {-n,—n+1,...,—-1,0} =]-00, —n[U <CJ] —4,—l+ 1[) UJ0, +o0]

{=1

2. Pour tout x € R*, on a :

1
=aq <= r=— (car a # 0)
a

8=

0 1
Z =q <
k‘:()x—’_k

et pour tout z € R\ {-1,0} :

S 11 2z + 1
Z =0 = —+——=a <<= ——=a < 2x+1=ax(z+1)
r+k x x+1 z(x +1)

— ar’+(a—-2)x—1=0 (1)
L’équation (1) est du second degré (car a # 0) ; elle admet pour discriminant (a — 2)? + 4a > 0 (puisque

2—at\/(a—2)?+4a

D :
g onc

(a—2)? > 0 et a > 0). Celle-ci admet donc pour racines (réelles distinctes)



2—atva?+14

1
(Eo) a pour racine — et (E1) a deux racines réelles distinctes qui sont 5
a a

3. Dénombrement des racines de I’équation (E,,)

(a) Soit n € N. La fonction f,, est dérivable sur 2 comme somme de fonctions qui le sont et :

n 1
Vee,  fia)=-> ———5<0

(x4 k)2
k=0 ,
>0

Ainsi :

la fonction f,, est strictement décroissante sur chaque intervalle constitutif de & |

(b) Soit n € N. La fonction f,, est continue sur |0, +oo[ (car elle y est dérivable) et elle est y strictement
décroissante. D’aprés le théoréme de la bijection, la fonction f,, réalise donc une bijection de |0, +oo|
sur U'intervalle :

1010, v00D) = | tim_fu(@), lim fu(@)]

Pour tout k € [0,n], on a lim
z—+o0 x + k

=0donc lim f,(z)=0 (somme de limites). De plus :
Tr—r+00
Vk e [1 li _ 1 R tandi li =
€ln), Jim g =peR  tmdingne  fim oo

Ainsi, lim+ fn(x) = +00 et donc f,,(]0, +oo[) =0, +oo[. Comme a €]0, +oo[ (par hypothése), on peut
z—0

conclure que :

|1’équation fn(z) = a (cest-a-dire (E,)) admet une unique solution dans l'intervalle 0, +oo[|

(¢) On étudie l'existence de solutions de I’équation (E,,) sur chacun des intervalles constitutifs de . La
fonction f,, est continue et strictement décroissante sur chacun des intervalles constitutifs de 2 donc
le théoréme de la bijection s’applique sur chacun d’eux.

x Etude sur intervalle |-oco, —n[

Ona lim f,(z) =0 (méme calcul qu’a la question précédente) et lim f,(r) = -oo car :
T——00 T—=—n"
n—1 1 n—1 1
lim =-00 tandis que lim —_— = —FcR
z—=—n— T +N d :L’*)fn*kE::O]J—Fk kZ:(J_n+k

Ainsi, f,,(]-00, —n[) =]-00,0[ donc a ¢ f,(]-0o, —n[) (car a > 0). L’équation (E,,) n’admet donc
pas de solution dans 'intervalle |-oo, —n|.
* Etude sur Pintervalle | — £, —£ + 1[ o £ € [1,n]

Ona lim f,(z)=+oo car:
z——Lt

n n

. 1 . 1 1
lim = +00 et lim —_— = —— R
r——4+ T + 14 T——0t+ T + k —/ —+ k
k=0 k=0
k£l k£l
et lim  f,(x) = -o0 car:

x—(—0+1)~

n

1 1 1
li — = t li = — 7 €R
ootz +0—1 0 % L) kz_; Ttk > i1tk

n

k#l—1 k#0—1

Ainsi, f,(]—¢,—¢+1[) =R donc a € f,(] — £, —£+1[). L’équation (E,) admet donc une unique
solution dans 'intervalle | — ¢, —¢ + 1].
Il y a n intervalles dans la réunion U] — ¢,—¢ + 1] donc I'équation (E,) admet n racines dans cette
=1
réunion. Enfin, on a vu a la question 2.(b) que (E,,) admettait également une (unique) solution dans
I'intervalle ]0, +oo[. Finalement :

|l’équation (E,) admet exactement n + 1 racines réellesl

4. Etude rapide de la suite (,)nen



(a)

(b)

Soit n € N. D’aprés la relation de Chasles, on a pour tout x €]0, +oo] :

n+1 n
1 1 1
- — folx) = _ = >0 >0 et 1>0
Furi(@) = fal2) ;:O:Hk ;:o:“k — (car e >0 etn+1>0)

Ainsi :

la fonction f,4+1 — fn est & valeurs (strictement) positives sur ]0, +oo[

Soit n € N. Comme x,, €]0, +00[, on peut utiliser la question précédente :

frt1(zn) — fu(zn) =0 c’est-a-dire frnr1(zn) = a (car fp(z,) = a)

Or on a aussi fnt1(xn+1) = a donc Uinégalité précédente se réécrit fr11(zn) = foy1(Tnt1). La
fonction f, 11 est strictement décroissante sur |0,+o00[ et (2, 7n11) €]0,+00[?> donc x, < Tpyi1.
Ainsi :

|la suite (zp,)nen est croissantel

5. Equivalent de x,, quand n tend vers +oo

(a)

(b)

Le théoréme des accroissements finis s’énonce comme suit :

Soient (a,b) € R? tel que a < b et f : [a,b] — R une fonction. On suppose que f est continue
sur le segment [a, b] et dérivable sur Vouvert ]a, b[. Il existe alors ¢ €]a, b tel que :

f(b) = fla) = f'(c)(b—a)

Soit  €]1,+00[. Alors (z,7 — 1) €]0,+0o[?. La fonction In est dérivable sur ]0,+oo[ donc elle est en
particulier continue sur [x — 1,z] et dérivable sur ]z — 1, z[. D’apreés le théoréme des accroissements
finis, il existe ¢ €]z — 1,z tel que :

In(z) —In(z — 1) = In'(c) = %

Or0<z—-—1<c¢< 2z donc <

1 1 . -
- < ——q par décroissance de la fonction inverse sur |0, +00].
c

8|

Finalement :

1

Va €]1, +00], p—

<ln(z) —In(z - 1) <

SH

Soit (n,z) € N*x]0, +oo[. D’aprés la question précédente, on a :

1 1

Vk € [1,n], Jrk In(z+k)—In(z+k—1) < Nl (carz+k>1lcarxz>0et k>1)

En sommant ces inégalités, il vient :

T

k=1

n

= 1
E (In(z+k)—In(z+k—-1)) < E
k=1

kzlx—i-k—l

n

1
= fu(xz) — —. La somme du milieu est télescopique et
x

k=

vaut :
n

Z(ln(x—l—k)—ln(x—l—k—l)):ln(a:—&—n)—ln(a:):ln(xj;n) :ln(l—l—g)

k=1

Enfin, le changement d’indice £ = k—1 et la relation de Chasles dans la troisiéme somme fournissent :

n

n n—1
1 1 1 1 1
kzzlx—i—k'—l _;x—&—ﬁ_;x—i—ﬁ_m—i—n_fn(x)_x—i—n

Finalement :

1
r+n

fule) — < (142 < o) -

puis, en évaluant en x,, €]0, +o0c[, on obtient bien (puisque f,(z,) = a par définition de x,,) :

1 n 1
a——<In(l1l+— ) <a—
Tn Tn Tn + N




(d) Soit n € N*. D’aprés 'inégalité de droite précédemment établie, on a :

1
a>1n<1+”)+ >1n(1+”>
T Tp+ N Ty
N—_——

>0

La fonction exponentielle est croissante sur R et exp oln = Idjg ;o[ donc :

n e —1 1
e’ >14+ — puis > — (car n > 0)
Ty n Tn

En utilisant enfin la décroissance de la fonction inverse sur |0, +oo[, on obtient bien :

n
e —1

Vn € N*, Ty =

(e) Comme a > 0, on a e* > e (par croissance stricte de la fonction exponentielle sur R), c’est-a-dire

e*—1>0. Ainsi, lim

n—+oo €% —

0
n 2 ~ .
= +00. Le théoréme de comparaison permet de conclure que :

lim =z, =+

n—+oo
Ceci implique que lim [(a—— | = lim [(a-— = a. La deuxiéme série d’inégalités
n—+00 Tn n—+00 Tn+Nn

obtenues a la question 5.(c) et le théoréme des gendarmes nous donnent donc :

lim ln(l—l—n) =a
n—+oo T

n
(f) Lalimite précédente implique que lirf (1 + ) = e“ (par composition des limites avec la fonction
n—+oo Ty

exponentielle continue en a). Ainsi, lim — =e® — 1 #£ 0. Ceci se réécrit :
n—+00 I,

lim
n—+oo n

Exercice 3 (étude d’une suite récurrente).

1. Question préliminaire.
La fonction g : * — f(x) — x est continue sur [a,b] comme différence de fonctions qui le sont. De plus,
comme f(a) et f(b) appartiennent a [a, b] par hypothése (en effet, f est a valeurs dans [a, b]), on a :

gla)=fla)—a>a—a=0 et gb)=f(b)—b<b—b=0

Ainsi, g(a) et g(b) sont de signes contraires donc, d’apreés le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe
¢ € [a,b] tel que g(c) =0, i.e. tel que f(c) — ¢ = 0. Autrement dit :

|1a fonction f admet au moins un point fixe dans [a, b] |

2. Soit « € R. Les fonctions In et /- sont respectivement définies sur R* et R, donc :

x>0

€9, — — z>0 — v >0
. @ 2—In(zx) >0 In(z) <2 r<e?

par croissance stricte de la fonction exponentielle sur R. Ainsi :

la fonction ¢ est définie sur %, =]0,e?]

3. Les fonctions In et 2 — (/2 sont dérivables sur R* donc, en reprenant le raisonnement précédent, on
obtient que :



la fonction ¢ est dérivable sur D, =]0,e?|

De plus :

1

T2 2 —In(x) B _Qx\/Q—ln(m)

Ainsi, la fonction ¢ est strictement décroissante sur ]0, e?].

8=

V€ D, ¢ (x) <0

+0Q

o(x) \\\\\

o([1e]) = [p(e), p(1)] = [1, V2]

Or v2 < V4, donc v2 < 2 < e (d’aprés I'inégalité donnée au début de l'exercice). Ainsi, [1,v/2] C
[1,€]. Par conséquent :

0

4. (a) D’apreés ce qui préceéde, on a :

|l’intervalle [1, €] est stable par la fonction gol

(b) La restriction de ¢ a Uintervalle [1, €] est a valeurs dans [1,e] d’aprés la question précédente.
* Comme cette fonction est continue sur [1, e], la question préliminaire assure I'existence d’un point
fixe pour ¢ dans [1,€].
* Par ailleurs, la fonction g : @ — ¢(z) — x est une somme de fonctions strictement décroissantes
sur [1,e]. Ainsi, g est injective sur [1,e] donc g s’annule une unique fois sur [1,€].
Ainsi :

la fonction ¢ admet un unique point fixe dans [1, €]

5 On a:

|u0 € [1,€] et [1, €] est stable par ¢ donc pour tout n € N, on a u, € [1,¢] |

par une récurrence immeédiate.

6. (a) On sait que ¢ est dérivable sur [1,e] (puisqu’elle 'est sur D, qui contient [1,e€]) et :
_ 1
2x+/2 — In(z)

Soit & € [1,e]. On a In(z) < 1 puis 2 — In(z) > 1. Par croissance de la fonction racine carrée sur
Ry, il vient /2 —In(z) > 1. Par ailleurs, 2z > 2 donc, en multipliant terme a terme, on obtient

2x+4/2 — In(x) > 2. En passant a l'inverse, on en déduit que

Ve e [le],  |o'(x)|

1
< —. Autrement dit :

1
224/2 —In(z) 2

1
Vz € [136]7 |90/(‘r)| < 5

D’aprés le théoréme sur I'inégalité des accroissements finis, on peut conclure que :

1
la fonction ¢ est Q—Iipschitzienne sur [1, €]

(b) D’aprés la question précédente, on a :

Vr,y € [1,¢], lo(x) —(y)| < 5 x|z —y

N =

Soit n € N. Comme u,, ¢ € [1,e], on a :

p(uun) — o(0)] < 2 =4

2
Or ¢(un) = upt1 et @(¢) = £ (car £ est un point fixe de ¢) donc on a bien :

Vn € N, [tng1 — €] < = X |up — ¢

N |




(¢) On utilise un raisonnement par récurrence.

* On sait que ug =1 et que £ € [1,e] donc £ —1< 0 et :

e—1

lup—Ll=1—4=L—-1<e—1= 50

L’inégalité est donc vérifiée au rang n = 0.
e—1
on -’
1 e—-1
x|un—€|<§>< on
e—1
on+1

* Soit n € N. On suppose que |u, —{| < D’aprés la question précédente, on a :

(par hypothése de récurrence)

N |

|un+1 - £| <

donc l'inégalité est vérifiée au rang n + 1.

Par principe de récurrence simple, on peut conclure que :

—1
VneN,  |u,—f < 62n
(d) Soit n € N. D’apres la question précédente, on a :
1 1 1 1
_e2n \un_g\e2n pUiS E_e2n Sungﬁ—&—eQn

e—1

Or /+ —— ¢ donc, d’aprés le théoréme des gendarmes,

n—r+oo

| la suite u est convergente de limite £

Exercice 4 (série de Riemann).

1. La fonction f est dérivable sur R* (propriété des fonctions puissances a exposant réel) et :
Ve e RY, f@)=0-a)z=*>0 (cara < letax™ >0)

Ainsi :

la fonction f est croissante sur R

2. Soit k € N*. On sait que f est dérivable sur RY donc, en particulier, f est continue sur [k, k + 1] et
dérivable sur |k, k + 1[. D’aprés le théoréme des accroissements finis, il existe ¢ €]k, k + 1] tel que :

flk+1) — f(k)
k+1)—k

1—
= f'(e) i.e. tel que (E+1D) ekl =(1-a)c ™= a

C(X

En divisant par 1 — a # 0 (car « €]0, 1[), on peut conclure que :

1 11—04_ -«
vk e N*, 3e ek, k+ 1], 5:“” el

l1—«

3. Soit k € N*. On sait qu’il existe c €]k, k + 1] tel que :

i (k + 1)1704 _ klfa

c& 1l -«

Or ¢ > k > 0 et la fonction t — t~% est décroissante sur R% (car —a < 0) donc :

Ainsi :




4. Soit n € N*. D’aprés la question précédente, on a :

L (k+D)e ke

vk e |1 — >
€ [tn], ke 1-—a
Sommons ces inégalités :
"1 n (k =+ 1)1—a _ floa
= — 2
Yy (P
k=1 k=1

ot (la somme de droite est télescopique) :

3 ((k + 1)1 :"a— k ‘a) - i =3 (k1) k) = ﬁ((z\r F1)le -1

k=1 k=1
(N+1)tme -1
1—«
Finalement :
N+1D)l—>—1
Vn € N*’ Uy = %
11—«
. o (N+1)te -1 o
5. On sait que « €]0,1] donc 1 — @ > 0. On en déduit que 1 )+ Le théoréme de
— « n—-+oo

comparaison et les inégalités obtenues a la question précédente permettent de conclure que :

Uy ———F +00
n—+oo

6. On sait que (inégalité de concavité du logarithme) :

1 1
Vk € N*, E}ln <1+k> =In(k+1) —In(k)

En sommant ces inégalités, on obtient :

. nl n
Vn € N*, ;E ;mk—k —In(k)),

e. (la somme de droite étant téléscopique) :
Vn € N*, Uup 2 In(n+1)

Or In(n +1) — donc, d’aprés le théoréme de comparaison,
n—+0o0

Uy ——F +00
n—+oo

7. On suppose que « €]1, +oo[. La suite (u,)n>1 est croissante car :

n+1

Vne N,  wupi1—u Zkza:m>0
kl

Pour montrer que la suite (un)n>1 est convergente, il suffit donc de démontrer que cette suite est majorée.
Le méme raisonnement que celui mené aux questions 2. et 3. nous permet d’obtenir que :

1 < Bz — (k+ 1)t
(k+ 1) = a—1

vk € N*|

ou encore :

1 (k _ 1)1704 _ klfoz
— <

ke a—1

Soit n € N\ {0,1}. En sommant les inégalités précédentes sur les entiers k € [2,n], on obtient :

n 1 n (k _ 1)1—a _ kl—a
1= <

Z ko Z a—1

k=2 k=2

vk € N\ {0,1},

donc :
1 1 1
“ng”a_l(lnw) s+o=3
1
Cette inégalité est valable également pour n = 1 donc la suite (up)n>1 est majorée par 1 + P
Finalement :

si a > 1, la suite (uy,),>1 est convergente




