MPSI Mariette Samedi 10 janvier 2026

DEVOIR SURVEILLE 5

durée de [’épreuve : 4h

e La calculatrice n’est pas autorisée pour cette épreuve.

o | Les résultats non encadrés a la régle ne seront pas pris en compte dans la notation.

o La qualité de la rédaction et la clarté des raisonnements entreront pour une part importante dans
Uappréciation des copies.

Le sujet comporte quatre pages et est composé de deux exercices et de deux pro-
blémes, tous indépendants les uns des autres.

Exercice 1 (étude d’une fonction arithmétique).

Pour tout entier naturel n non nul, on note o(n) la somme des diviseurs positifs de n. Par exemple :

o(8) =14+24+4+8=15

—_

. Vérifier que o(6) = 12 et calculer o(7).

[\)

. Justifier que, pour tout entier n € N\ {0,1}, on a o(n) > n -+ 1. A quelle condition nécessaire et
suffisante cette inégalité est-elle une égalité ?

3. (a) Soient p et ¢ deux nombres premiers distincts et n = p X ¢. Démontrer que :
o(n) = o(p) x o(q)

(b) On considére la proposition suivante :
2 . « pour tous m,n € N* tels que m # n, on a o(m x n) =o(m) x o(n) »
La proposition &2 est-elle vraie ? Justifier.

4. Pour tout nombre premier p et pour tout entier naturel k£, montrer que :

k+1
P -1
o(p®) = e
5. Soient p et ¢ deux nombres premiers distincts et k, ¢ deux entiers naturels. On pose n = p*q.
(a) Soit 6 € N*. Montrer que § divise n si et seulement s’il existe (i,7) € [0, k] x [0, ] tel que
0=p'q¢.
(b) En déduire que l'on a ’égalité :

On a donc montré que o(pfq’) = o (p*)o(q").
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Remarque (culturelle). Plus généralement, on peut démontrer que :

e pour tout n € N*, on a 'égalité :

o) = [ o(0™) = [[ prt 1

vp(n)+1
-1
pEP pEP p

ol & désigne 'ensemble des nombres premiers

e la fonction o est multiplicative, ce qui signifie que :

Vm,n € N*, mAn=1 = o(mn)=oc(m)o(n)

Exercice 2.
Soit f : Ry — R une fonction. On suppose que f vérifie les deux conditions suivantes :
(1) f est bornée sur Ry ;
(79) il existe £ € Ry tel que f(x +1) — f(z) —— L.
T—r+00
Le but de cet exercice est de démontrer qu’alors £ = 0. On raisonne par ’absurde en supposant que
£>0.

1. Ecrire la définition de « f(z + 1) — f(z) — IS

2. En choisissant convenablement € dans la définition écrite a la question précédente, montrer qu’il
existe A € R, tel que :

VeeRy, 22 A = fla+1)— f(z) >

N~

3. En déduire que :
Vk € N, fA+k)— f(A+Ek—-1) >

N

4. En déduire que :
l
Vn € N*, f(A+n)>§n+f(A)

5. Obtenir une contradiction et conclure.

Probléme 1 (étude d’une suite récurrente d’ordre 1).
On considére la suite (uy,)nen définie par ug €]1, +o00[ et :

2
Uy + Up

Vn € N, Uptl = 5

Partie I : étude rapide

1. En cas de convergence de la suite (up)nen, préciser quelles sont les limites possibles.

R+ — R
2. On considére la fonction f : 22 4+ . Dresser le tableau de variation de f sur R
xT —

et déterminer le signe de la fonction f —Idg, sur cet ensemble.

3. Représenter graphiquement les premiers termes de la suite (uy,)nen-
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Partie II : comportement asymptotique de la suite

4. Montrer que, pour tout entier naturel n, on a u, > 1.
5. En déduire que la suite (uy,)nen est croissante.

6. Conclure que u,, —— +00.
n—+oo

Partie III : étude d’une suite auxiliaire

. 1 Unp,
Pour tout entier naturel n, on pose v, = on In 5 )

7. (a) Pour tout entier naturel n, montrer que :

1 1
Un_i'_l—’l)n:ﬁln ].+u7
n

(b) En déduire le sens de variation de la suite (v, )neN-

8. (a) Montrer que :

Vn € N, Unt1l < Up +

(b) Montrer alors que :
" 1
Vn € N*, vn§v0+ln(2);2k

(c) Conclure que la suite (v, )nen est bornée, puis qu’elle est convergente.

N

On notera dans la suite a la limite de la suite (vy,)nen, que 'on ne cherchera pas a
déterminer.

Partie IV : vitesse de divergence de (un)nen

9. En utilisant la partie précédente, montrer que :

1
Vn €N, Oganrl—Ungm
10. Etablir que :
1 & 1
VnEN,VpEN*, 0§Un+p—vn<;5 W
" k=1
11. En déduire que :
1
Vn € N, 0<a—wv, <
n a — Uy S

12. Pour tout entier naturel n, exprimer u,, en fonction de v,,.

13. Montrer enfin que :
Unp, ]

2e92" potoo
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Probléme 2 (étude de suites implicites).

Pour tout entier naturel n non nul, on se propose d’étudier les solutions de 1’équation :
" =e”, (En)

d’inconnue z € R;..

Ry — R

r +— 1l—2a"e™®
x € R, est solution de (E),) si et seulement si z annule la fonction f,.

Pour tout n € N*, on introduit la fonction f, : { de sorte qu'un nombre réel

On pourra utiliser librement le fait que 2 < e < 3 dans ce probléme.

Partie A : étude des équations (E,) et (E2) sur R,

1. Etudier les variations des fonctions fi et fo sur Ry.
2. Montrer que 1 —e™ ! >0et 1 —4e~2>0.

3. Etudier I'existence de solutions dans R pour les équations (E1) et (Es).

Dans toute la suite du probléme, on suppose que n est un entier naturel supérieur ou égal a 3.

Partie B : étude de I’équation (E,) (pour n > 3) sur R,

4. Etudier les variations de f, sur R,.
5. Justifier que 1 —n"e ™" < 0.

6. En déduire que I'équation (E,) admet exactement deux solutions positives notées u,, et vy, telles
que 1 < u, <n <oy,

7. Déterminer la limite de la suite (vy,)n>3. Justifier.

Partie C : étude de la suite (u,)n>3

8. Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 4.
(a) Montrer que fy,(up—1) =1 — up_1.
(b) En déduire que f,,(u,—1) < 0.
9. En déduire le sens de variation de la suite (uy)n>3.
10. Justifier que la suite (uy,),>3 est convergente.
11. On note ¢ la limite de la suite (uy)n>3.
(a) Montrer que pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 3, on a 1’égalité :

Un

un:en

puis en déduire la valeur de /.

(b) Déterminer la limite de n(u, —¢) quand n tend vers +oc.

— FIN DE L’EPREUVE —
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