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DEVOIR SURVEILLE 4

un corrigé

Exercice 1 (amuse-bouche).

1. On sait que :
Vz € R, cos(2x) = 2cos(z)? —1 = 1 —2sin(z)? = cos(x)? —sin(z)? et sin(2x) = 2sin(z) cos(x)

2. Notons Z; le domaine de définition de f. La fonction Arcsin est définie sur [—1,1] donc :

Vr € R, T€PD; <= 2x+1le[-1,1] <= —-1<2x+1<1 < —-1<2z<0
Autrement dit, f est définie sur Zy = [—1,0]. Par ailleurs, Arcsin est dérivable sur | — 1,1[ donc f est
dérivable sur | — 1,0[ et :

2 1
Ve €] —1,0], f'(z)

B V1= (22 +1)2 B V—z — 2

2
3. Par 2m-périodicité de la fonction sin sur R, on a sin (87r> = sin (W> = ? Ainsi :

\/§ s
[0 rcsimn ( 2 3

4. (a) Une primitive de f sur RY est F': 2 —— xln(z) — .
sin(3z% + 1)

(b) Une primitive de g sur R est G : z —

6
1
(¢) Une primitive de h sur R est H : © — —m-
5. Posons :
u'(x) = sin(x) v(z) =w
u(z) = — cos(x) v'(z) =1

Par intégration par parties, on a :

I= [—mcos(x)r—/Ow—cos(x)dx:w— [—sin(m)] =

6. Par définition, (H,) est un sous-groupe de (G,0) si :
*x Vh, k€ H, hOk € H;
* Vhe H, h~1 e H.

7. (a) L’application ¢ € B# est un morphisme de groupes si :
Va,d €4, plaxd)=p(a) L p(d)

(b) Le noyau de ¢ est Ker(¢) = {a € A ‘ ola) =ep}.

Exercice 2 (calcul intégral).
1. (a) Ona:

e 11° o -1
Iy= | —de=|-= c’est-a-dire Ip=1-e
L




(b) Notons f cette fonction. Celle-ci est dérivable sur R* comme quotient de fonctions qui le sont et :

w0, pa - X2

On en déduit que :

(c) Soit n € N. Posons :

u'(z) = % v(z) = In(z)"
ule) = V() = ()

Par intégration par parties, on a :

L1 = [—WL - /1 I o

T 2

1 °In(z)"
S 1 d
ot (n + )/1 ol

Ainsi :

Vn € N, Inii=—e '+ (n+1I,

(d) On utilise une récurrence simple.

*x On sait que Iy = 1 —e~!. De plus :

0
1
O!(l—e_lxzk'> =l—-el=1I
k=0

donc I'égalité est vérifiée au rang n = 0.

* Soit n € N. On suppose que :

o1
In—n!<le 1><Zk!>
k=0
et montrons que :
n+1 1
In+1:(n+1)!<1—e_1xzm>
k=0

En utilisant la question précédente puis I’hypothése de récurrence, il vient :

=1
In+1:—e_1+(n+l)><n!(1—e_1x2k!>

:—e_l—i—(n—i—l)!(l—e_lx

~
Il 3
[e=}

N‘,_. e
vo

-1

e 1 w1
_(n—|—1)!<—(n+1)!+1—e xzk'>
n+1 1
:(n—l—l)!(l—e_leM)
k=0

d’aprés la relation de Chasles. La propriété est donc vraie au rang n + 1.

D’aprés le principe de récurrence simple, on a bien :

n
1
—nl _ a1 —
Vn € N, In—n.<1 e X,; k!)
=0

(a) Soit n € N.



z|1]e
t |01

On a z = ¢! donc dx = e’ dt. Le théoréme de changement de variable nous donne :
1
",
In = A ﬁe de

Ainsi :

1
Vn € N, In:/t”e_tdt
0

(b) Soit n € N. Pour tout ¢ € [0,1], on a 0 < e < 1 donc, en multipliant par t* > 0, on obtient :
vt € [0,1], 0<the P <t

La propriété de croissance de l'intégrale nous donne alors :

1 1 1
/Odtg/t"e—tdtg/t"dt
0 0 0

=1,
Or :
1 1 1 1 1
/OdtZO et /t"dtz =
0 0 n+1], n+l
On a donc bien :
1
Vn € N, 0< I, <
n+1

—+> 0, le théoréme des gendarmes et les inégalités obtenues & la question précé-
n—-+oo

(¢) Comme
n
dentes permettent de conclure que :

|la suite (I,)nen est convergente de limite 0

D’aprés la question 1.(d), on a :

VneN QI
nel, > = ik
k=0

e
Or —1I,, ——— 0 (produit de deux suites qui convergent vers 0) donc :
n! n—+o0o

n

. 1 ..

la suite (Z k') est convergente de limite e
k=0 neN

Exercice 3 (trigonométrie).

1. Comme z €]0,4[, on a % €]0, 2[ puis g —1¢€]-1,1[c [-1,1]. Comme la fonction arcsin est définie sur

[—1, 1], on peut conclure que :

le nombre w = Arcsin (% — 1) + g est bien défini

2. On sait que pour tout § € R, on a cos (g + 0) = —sin(f) donc, pour § = Arcsin (g — 1), ona:

cos(w) = —sin (Arcsin (g — 1)) =1- g

car on sait que sinoarcsin = Id[_ 1.

3. (a) On sait que la fonction Arcsin est a valeurs dans [—g, g} donc :

T x
—5 < Arcsin (5 — 1) < puis 0w et donc 0< =<

| g

T T
2 2

. . N s . T
Comme les fonctions cos et sin sont & valeurs positives sur l'intervalle [07 5} , on peut conclure que :



w . (W -,
les nombres cos (5) et sin (5) sont positifs ou nuls

2
(b) On sait que cos(w) = 2 cos (%) — 1 donc (en utilisant la question 2.) :

2

(w)Q l+cos(w) 2—-%5 44—z
cos =
2 2 4

2
De plus, cos(w) =1 — 2sin (%) donc (toujours d’apreés la question 2.) :

i (w)2 1—cos(w) =z
n({—) =———==—
2 2 4

w w
Comme cos (5) > 0 et sin (5) > 0 (question 3.(a)), on peut conclure que :

w 4—x LW NG
cos (5) = 5 et sin (—) = —

Vi —1x
2

4. Comme z €]0,4[, on a # 0, c’est-a-dire cos (%) # 0. D’aprés la question précédente, on a :

an (5) = 22

Ainsi : v
w T
Arctan (tan (%)) = Arct
retan { tan { 2 rctan i
w T
Or Arctan o tan = Idj_r 2 /o[ €t 3 € } 33 [ donc

g Arctan ( Vo c’est-a-dire w = 2 Arctan Ve )
2 V4 —zx

ce qu’il fallait démontrer.

Exercice 4 (structure de groupe).

1. Montrons que * est associative. Soient a,b,c € Q. On a :

(axb)yxc=(a+b+kab)xc=a+b+ kab+ c+ k(a+ b+ kab)c
=a+ b+ c+ kab + kac + kbe + k*abe

Le calcul de a * (b * ¢) fournissant le méme résultat, on peut conclure que :

la loi * est associative

2. (a) Soit a € Q. On distingue deux cas.
*x Premier cas : a = —1
Ona—-1%x0=—-1et —1%x1 = —1 mais 0 # —1. Donc —1 n’est pas régulier dans QQ pour la loi *.

* Deuxiéme cas : a # —1
Soient b,c € Q. On a :

axb=axc < a+b+ab=a+c+ac < b—c+ab—ac=0
<~ b—c+alb—c)=0
<— (b—c)(1+a)=0
<~ b—c=0 (car a # —1 par hypothése)
— b=c

Ainsi, a est régulier dans Q pour la loi .

Finalement :

Pensemble des éléments de Q qui sont réguliers pour la loi x est E=Q\ {—1} |




(b) Montrons que (E, ) est un groupe abélien. Tout d’abord, E est non vide (il contient par exemple 0).

* Pour tous a,b € E,on a:
axb+l=a+b+ab+1=(a+1)(b+1)#0

car a # —1 et b # —1. Donc a xb # —1. Par ailleurs, a * b € Q (car une somme et un produit de
rationnels est un rationnel) donc a x b € E. Par conséquent, * est une loi de composition interne
sur F.

* On a vu a la question 1. que la loi * est associative.

* Pour tous a,b € F,on a :
axb=a+b+ab=b+a+ba=bxa

donc la loi * est commutative.
* Ona0e€ Eet:
Va € E, ax0=a+04+ax0=a
et on a aussi 0 x a = a (par commutativité de *). Donc (E, *) admet 0 pour élément neutre.

* Soit a € E. Montrons que a est inversible dans (F, x). Soit b € E. Alors :

axb=bxa=0 < a*xb=0 < a+b+ab=0 < b(l+a)=—a
a

l1+a

= b=-—

a
car a # —1. Le quotient de deux rationnels est un rationnel donc 1T+a € Q. Ensuite, si
a

_li = —1, alors —a = —1 — a, c’est-a-dire 0 = —1, ce qui est absurde. On en déduit que

a

— # —1 et donc que — ¢ ¢p. Finalement, a est inversible dans (F, *) d’inverse — @,
1+4+a 1+4+a 1+4+a

Ainsi :

| (E, %) est un groupe abélien

(c) Soit a € E. On utilise un raisonnement par récurrence.
* Par définition des puissances d’un élément dans un groupe, on a a*° = 0 (élément neutre du
groupe (E,*)) et (a+ 1) —1=1—1= 0. L’égalité est donc vraie pour n = 0.
* Soit n € N. On suppose que a*™ = (a + 1)" — 1. Montrons que a*"*1) = (¢ +1)"*! —1. On a :

((a
(

a*(n+1) —a"xa +
a+1)"—14+a+ ((a+1)"—1)a
+1

D" —1)*a (hypothése de récurrence)

ala+ )"+ (a+1)" -1
)n+1_1

a

L’égalité est donc vraie au rang n + 1.

Par principe de récurrence simple, on peut conclure que :

Vn € N, a*":(a—i—l)"—ll

Probléme.

Partie I : résolution d’une équation différentielle du premier ordre

1. L’équation différentielle (&) est linéaire du premier ordre et :

1 1
(é")(z)yﬂ—;y:ﬁ (car x > 0)

1
Une primitive de # — — sur RY est la fonction In donc I'ensemble des solutions de I’équation homogéne
x

sur RY est :

{x — Ce~ n@)

CER}z{xl—)S‘CER}



Déterminons maintenant une solution particuliére de (&) en utilisant la méthode de la variation de la

C(x)

constante. Soit C' € Z(R*,R) et considérons la fonction y : © — ——. La fonction y est dérivable sur
x

R% comme quotient de fonctions qui le sont et :
Vo e RY, y'(z) =
donc :
(y est solution de (&) sur R+) — (VzxeRL, ¢y'(x)+——F = =
x x

— <vx € R, C'(z)x — C(x) n C(x) _ 1)

2 2 2

1
= (Vx eRy, C'(x) = x)

In(x)

Par exemple, C' = In convient et donc une solution de (&) sur R* est y : z — —=. On peut donc
x

conclure que :

In(z) C

x €T

CGR}

I'ensemble des solutions de (&) sur R est {sc —

Partie II : résolution d’une équation différentielle du second ordre

2. (a) La fonction y est deux fois dérivable sur R et la fonction exponentielle est deux fois dérivable sur
R et a valeurs dans R? . Par composition, la fonction g est donc deux fois dérivable sur R et :

VEER, gt =elyle) et g'(t) =ely(e!) +ey(e!)
Or y est solution de (E) sur RY, c’est-a-dire :
Vz e RY, 22y (z) — 2y (z) +y(x) =z
Soit ¢ € R. Comme z = e’ € R%, on en déduit que :
o2y (e?) — 'y (e!) + yle) = o
ce que l'on peut réécrire :
(e®y"(e") +e'y'(eh) —2e"y (") +yle') =

Autrement dit :

VieR,  g"(t)—2¢'(t) +g(t) =e'

(b) L’équation différentielle (F5) est linéaire du second ordre a coefficients constants. L’équation caracté-
ristique associée & I’équation homogéne g” —2¢’ + g = 0 est 2 — 22 + 1 = 0, soit encore (z —1)? = 0.
Cette équation admet une racine double, a savoir 1. L’ensemble des solutions de I’équation homogéne
est donc :

{t — (At + B)e'

A,BER}

Cherchons maintenant une solution particuliére de (E3) sur R sous la forme g : t — M2 e’ ou A € R.
La fonction g est deux fois dérivable sur R et :

Vt € R, g (t) =2 e’ + Xt?e! et g'(t) =2 e’ +4\te! + Me!
donc :

(g est solution de (Ey) sur R) <= (Vt € R, ¢"(t) —2g'(t) + g(t) = )
> (VtER, 2xe' +4xte’ + AMPe’ —2(2Xte’ + MPe') + AtPe’ =e)
< 2\ =1 (care’#0)
1
A=-
<~ 5

t2
Une solution particuliére de (E3) sur R est donc la fonction ¢t — 5 e’. Finalement :



(c)

t2
I'ensemble des solutions de (E5) sur R est {t — (At + B)e! + 5 el

A,BER}

On a montré que, si y est solution de (E;) sur R, alors la fonction g : t — y(e*) est solution de
(E2) sur R. On a donc :

2

t
JA,B e R, Vt € R, y(et)z(AtJrB)etJrEet

et donc :
In(z)?

JA,BeR, Vx e R}, y(z) = g(In(x)) = (Aln(z) + B)z + =

Ceci montre, en notant . I'’ensemble des solutions de (E7) sur R%, que I'on a l'inclusion :

S C {a: — (Aln(z) + B)z + xln(;)Z

A,BER}

Réciproquement, on montre que tout élément de I'ensemble de droite est solution de (E;) sur RY
(exercice). Finalement :

2
hl(;“) A Be R}

I'ensemble des solutions de (Ey) sur R est .7 = {x — (Aln(z) + B)z +

Comme y est deux fois dérivable sur R* , la fonction z est deux fois dérivable sur R* comme quotient
de fonctions qui le sont. De plus (comme y : z — z2(z)) :

Vz € RY, y'(x)=z(x)+z(x) et  y(x)=2(x)+ 2" (x)

donc :

(y est solution de (Eq) sur R}) <= (Vo >0, 2°y"(z) — 2y/(2) + y(z) = z)
— (Vo >0, 2%(2¢/ (= )+:ch”(x)) z(z(x) + 22 () + x2(z) = @)
— (Vo >0, 2% (z) + 2% () = )
— (Vo >0, 2%2"(x) + 22/ (x) =1) carz #0

Ainsi :

y est solution de (E7) sur RY si et seulement si z22” + 2’ = 1 sur R

Posons Z = z'. L’équation différentielle (Fs5) se réécrit :
2?7 +a2Z =1 (&)

Les solutions de (E3) sont donc les primitives sur R des solutions de I’équation différentielle (&),
dont ’ensemble des solutions a été obtenu & la question 1. On en déduit que :

In(x)?
2

I'ensemble des solutions de (E3) sur R* est {x — +Cln(z)+ D ’ C,De ]R}

En utilisant le changement de variable permettant d’obtenir y a partir de z, on obtient que :

2
L 1n2(x) + Czln(x) + Dx

I'ensemble des solutions de (E;) sur R* est {x

C’,DGR}

On retrouve bien I'ensemble de solutions obtenu a la question 2.

Partie III : une équation fonctionnelle

Le choix = = y = 0 fournit immédiatement :

f(0)=0

Pour z =y =1, on a f(1) = f(1) + f(1) donc :
f(1)=0

Enfin, pour z =y = —1, on a f(1) = —f(—1) — f(—1) et donc :
J=1) =0



(b) Tout d’abord, R est symétrique par rapport a 0. De plus, pour tout « € R, on a pour y = —1 :
fl=z) =2f(-1) - f(z) = —f(z)

car f(—1) = 0 d’aprés la question précédente. Ainsi :

|la fonction f est impaire sur Rl

5. (a) Soit x € R%. La fonction f étant dérivable sur R* , on a (en dérivant par rapport a y) :

Yy eRY,  af'(zy) =af'(y) + f(x)

En choisissant la valeur y = 1, on a bien :

Ve eR,  af(z)—f(z)=f ()

1
(b) L’équation différentielle vérifiée par f est linéaire du premier ordre. Une primitive de z — —— sur
x

R est la fonction —In donc l'ensemble des solutions de I’équation homogéne xy’ —y = 0 est :

{x — Ce®)

CeRy=4x+—Cx|CeER
b={ |C e R}

Déterminons maintenant une solution particuliére de I’équation différentielle zy’ — y = kx (notée
(E)) sur RY en utilisant la méthode de la variation de la constante. Soit C' : R — R une fonction
dérivable sur RY et y :  — C(x)x. La fonction y est dérivable sur R comme produit de fonctions
qui le sont et :

Yz >0, y'(z) = C'(z)x + C(x)

donc :
(y est solution de (E) sur RY) <= (V& >0, zy/(z) — y(z) = kx)
— (Vx> 0, O'(z)2? = kx)
k
— (Vo >0, C'(x) = ;) car z # 0

Par exemple, C' : x — klIn(z) convient. Une solution particuliére de (E) sur R* est donc la fonction
y : © — kxIn(x). Finalement, I’ensemble des solutions de (E) sur R est :

{x|—> kx In(z) —|—Cm’C € R}

Finalement :

il existe C' € R tel que f : z — kxIn(z) + Cx

Comme f € ., on sait d’apreés la question 7.(a) que f(1) = 0 donc C' = 0. Comme f est impaire, on
a nécessairement :
Vo € R, f(z) = kxIn(—=x)

Comme on sait aussi que f(0) = 0, on peut conclure que :

kxIn(|x six#0
Vo e R, f(x):{ 0(| / sixiO

6. On a montré que, si f € ., alors il existe k € R tel que :

wer, g ={ " G720

Réciproquement, soit k& € R. Alors la fonction f (définie ci-dessus) est dérivable sur R* (comme produit
de fonctions qui le sont, puisque les fonctions x — x et  — In(]z|) sont dérivables sur R et R*
respectivement). Par ailleurs, pour tous z,y € R*, on a zy # 0 et :

fxy) = kryIn(|ey]) = key(n(|2]) + n(ly[)) = 2 x kyn(ly]) +y < kz n(|z|)
=zf(y) +yf(x)

Par ailleurs, si x = 0 ou y = 0, alors f(zy) = f(0) = 0, et les nombres = f(y) et yf(x) sont également nuls.
Donc 'égalité est encore vérifiée dans ce cas. Autrement dit, f € .. On peut donc conclure que :

(.#) est 'ensemble constitué des fonctions de la forme :

kxln(|z|) sixz#0

f:x%{ 0 Gr—0 " oukelR




