MPSI Mariette Samedi 11 octobre 2025

DEVOIR SURVEILLE 2

durée de [’épreuve : 3h

e La calculatrice n’est pas autorisée pour ce devoir.

o | Les résultats non encadrés a la régle ne seront pas pris en compte dans la notation.

e La qualité de la rédaction et la clarté des raisonnements entreront pour une part importante dans
Uappréciation des copies.

Le sujet est composé de trois exercices et d’un probléme, tous indépendants les
uns des autres.

Exercice 1 (cours).

Toutes les questions de cet exercice sont indépendantes. Quand il s’agit d’énoncer une formule du cours,
il est bien entendu important d’introduire les variables mises en jeu.

1. Applications.
Soient E, F et G trois ensembles, f € FF et g € GF'.

(a) Donner la définition de : « f est surjective de E sur F' » (en utilisant des quantificateurs).
(b) Donner la définition de « f est injective » (en utilisant des quantificateurs).

(c) Soit X € Z(FE). Définir 'ensemble f(X).

(d) Soit Y € Z(F). Définir 'ensemble f~(Y).

(e) On suppose que f et g sont surjectives. Montrer que I'application go f € GF est surjective.
2. Un peu de logique. Soit f € RE.

(a) Donner la négation de ’assertion :
Ve >0, da >0, Vz,y e R, [z —y|<a = |f(z) - f(y)| <¢
(b) Soit z € R. Donner la forme contraposée de 'assertion :
(f(z)<1) = (z>3)
3. Soient E un ensemble et X, Y deux sous-ensembles de E. Simplifier I’ensemble suivant :
Z=(XUY)n(XUuYy)n(xXny)

4. Coefficients binomiaux et sommes.
(a) Enoncer la formule du binéme de Newton.

(b) Soit z € R. On pose a = (x4 1)%. Donner « sous forme développée en précisant la valeur
des coeflicients.
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Exercice 2 (calculs de sommes et d’un produit).

Dans tout I'exercice, n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 2.

1. Calculer les sommes suivantes :
n

2k " n
(a)szzW (b)T:Z<k>
k=2 k=0
(U= plp—4 @V=>"
p=1

Pour la somme U, on écrira la réponse sous forme factorisée.

2. Calculer les sommes et le produit suivants :

QW= Y 7 b) X = > <Z>2i3j (@Y:f[(%i)

1<i<j<n 0<i<y<n

Exercice 3 (différence symétrique).

Soit E' un ensemble. Pour tous A, B € #(FE), on appelle différence symétrique de A et B, notée AAB,
la partie de E définie par :

AAB = (A\B)U(B\ A) = (ANnB)U(BNA)
Remarquons qu’on a :
VA,B € Z(E), AAB = BAA

On dit que Dopération A est commutative.
1. Soit A € Z(E). Déterminer les ensembles AAE, AAA, AAD et AAA.

2. Montrer que :
VA, B € Z(E), AAB=(AUB)\ (AN B)

3. Soient A,B € Z(E).

(a) Montrer que :
AAB = AAB = AAB

(b) Que dire de AAB?
4. Associativité de 'opération A
Soient A, B,C € Z(E).

(a) Justifier que :
(AAB)AC = ((AAB)NC) U ((AAB)NC)

(b) En déduire que :
(AAB)AC = (ANBNC)U(ANBNC)U(ANBNC)U(ANBNCO)
(c) Conclure que (AAB)AC = AA(BACQC).
On dit que la différence symétrique est une opération associative, et on note AABAC ’ensemble :
(AAB)AC = AA(BAC)

B — AAB
(a) Soit C' € Z(FE). En utilisant les propriétés de I'opération A, expliciter 'ensemble AACAA.
(b) En déduire que I'application ¢4 est surjective.

5. Soit A € Z(FE). On considére 'application ¢4 : {

6. Montrer que 'application ¢4 est injective.
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Probléme (autour des coefficients binomiaux).

Les deux parties de ce probleme sont indépendantes.

Partie I : calcul d’une somme

Le but de cette premiére partie est de démontrer, de deux maniéres différentes, que :
(n+1
Vn € N, Z k3 = + ) (%)

1. Méthode 1

Proposer une premiére démonstration de l'identité (x).

2. Méthode 2 : en utilisant la formule du triangle de Pascal généralisée

(a) Soit k € N. Démontrer que :

Ve € [0, K], (E) - (IZID N <€i1>

(b) Soient ¢,n € N tels que £ < n. Montrer que :

> (1) =011

Cette égalité s’appelle formule du triangle de Pascal généralisée.

k k k
(c) Soit k € N. Expliciter les coefficients binomiaux <1>, <2> et <3>

(d) En déduire qu’il existe a,b,c € N tels que :
k k k
3_
Vk € N, k —a<3)—|—b<2)—|—c<1>

Si les coefficients a, b et ¢ n'ont pas €té obtenus a la question précédente, un calcul littéral
pourra tout de méme étre effectué.

(e) Retrouver alors ().

Partie II : formule d’inversion de Pascal

Soit (ay)een une suite de nombres réels. A partir de celle-ci, on définit une suite (bg)gen par :

k
Vk € N, b = Z (E) ay

L’objectif de cette partie est de trouver, pour tout n € N, 'expression de a,, en fonction de b, ..., by,.

3. Soient n, k, ¢ € N tels que £ < k < n. Montrer que :

PIVEBI

4. Soient n, ¢ € N tels que £ < n. On pose S, = Z (—1)k—* <Z> (E) Montrer que :
k={
0 sif<n
S"’Z_{ 1 sid=n

3/4



5. Conclure que :

6. Application.
On considére la suite (x,)pen définie par 29 = 1 et :

Vn €N, L1 = (n+ Dxy + (=1)"!
(a) Démontrer que :

Vn € N, n'=Z<Z>$k

(b) En déduire que :

Vn e N T *n'zn:(_l)k
’ " 'k k!
=0

— FIN DE L’EPREUVE —
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