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DEVOIR SURVEILLE 2

un corrigé

Exercice 1 (cours).

1. Applications.
(a) La définition de « f surjective de E sur F' » est :

|Vy€F7 Jz e F, yzf(a:)l

(b) La définition de « f injective » est :

Ve, o' € E, f(z) = f(a') = x=12

(c) Soit X € #(E). On a:

X):{f(x)}xGE} (ouf(X):{y€F|Elx€E,y:f(:r)})

(d) Soit Y € Z(F). On a:

i) ={z € E|f(z) e Y}

(e) On suppose que f et g sont surjectives. Montrons que go f : E — G est surjective, i.e. que :
VyeG, 3z € B, y= (g0 f)(x)

Soit y € G.
* L’application g : FF — G est surjective et y € G donc il existe z € F tel que y = g(2).
* L’application f: F — F est surjective et z € F donc il existe x € E tel que z = f(x).
Ainsi :
y=9(2) = g(f(x)) = (9o f)(x)
donc z € FE est un antécédent de y par I'application g o f dans E. On peut donc conclure que
I’application g o f est surjective. Finalement :

|si f et g sont surjectives, alors g o f est surjective

2. Un peu de logique. Soit f € RE.

(a) La négation de lassertion proposée est :

[32>0,¥a>0, 32,y R, [z —y[<aet |f(z) - f(y)| > <]

(b) Soit « € R. La forme contraposée de l’assertion proposée est :

(z<3) = (f(zx) >1)

3. Soient X,Y € Z(E). On a:

= [(XUuY)n(XuY)|n(XnY) (associativité de 'intersection)
=[(XNnX)uY]n(XNY) (distributivité de la réunion par rapport a 'intersection)
=[gUuY]N(XNY)
—YN(XnNY)
=YnNnYynx (associativité et commutativité de I'intersection)
=onX

donc :

N
|
Q



4. Coefficients binomiauzx et sommes.
(a) La formule du bindéme de Newton s’énonce comme suit :

vn €N, Va,b € R, (a+0d)"

£

k=0

(b) Soit x € R. D’aprés la formule du binéme de Newton, on a :

-E 000 e (e e e 0 ()

k=0

e
lo = 1+ 62+ 152 4+ 202° + 152* + 62° + o |

Exercice 2 (calculs de sommes et d’un produit).

Soit n € N\ {0,1}.
1. (a) Ona:

@)

(b) D’apres la formule du binéme de Newton :

k=0

(c) Par linéarité de la somme, on a :
n
n—|—1(2n+1) n(n +1)
U= 2 — 4p) —4 —4x —
; (p” — 4p) Zp Z X ==
nn+1)2n+1) —12n(n+1)

)

B 6

e :
U— n(n+ l)éQn —11)

(d) La somme V est télescopique :

+2 - .
V= Z In (J ) D (In(j +2) = In(j)) = In(n +2) + In(n + 1) — In(1) — In(2),
7j=1
.€.:
[V=In(n+2)+mIn+1) - Q)|
2. (a) Ona:
n—1 n n—1 n n—1 n—1
W= > 7=37> 1= Tn-i)=7> k
i=1 j=i+1 i=1 j=it1 i=1 k=1
en utilisant le changement d’indice £ = n — 4. Ainsi :
W 7n(n2— 1)




(b) En utilisant la formule du bindéme de Newton, on a :
n 7 ] o n . J ] _ n _ _ n . 9n+1 1
AP HIVLLESRONGESNEELEI NS S
7=0 =0 7=0 =0 7=0 7=0

i.e. :

gntl —1
X=——

(¢) Les propriétés du produit nous donnent :

i.e. :

Exercice 3 (différence symétrique).
1. Soit A€ #(FE). On a :
AAE:(AQ\E/)U(EHZ)ZQUZ:Z, AAA = (ANA)UANA) =2

=g
et :

AAG = (AN T )U(BNA)=AUZ =4, AAA = (AN

gg{m

Ainsi :

AAE =4, AAA =92, AAB=A e AAA=F

2. Soient A, B € Z(F). On a:

(AUB)\ (ANB) = (AUB)N (AN B)
=(AuB)N(AuB) (loi de De Morgan)
=(ANA)U(ANB)U(BNA)U(BNB) (distributivité de N par rapport a U)
—— ——
=0 =

Ainsi :

|vA,Be 2(E), AAB=(AUB)\(ANB)|

3. Soient A, B € Z(E).

(a) On a:

AAB=(ANB)U(BNA)
=(ANnB)n(BNA) (loi de De Morgan)
=(AUB)N(BUA) (loi de De Morgan et Carj:AetﬁzB)
=(ANB)U(ANA)U(BNB)UBN A) (distributivité de N par rapport a U)

—_——— N——
=z =@
=(ANB)U(BNA)
Or :

AAB=(ANB)u (BN4) = (ANB)U(ANB)

et, de la méme maniére, on a AAB = (AN B)U (AN B). Ainsi :

AAB = AAB 2 AAB




(b) D’aprés I'égalité (*) (en remplagant B par B), on a :

AAB = AAB = AAB

4. Soient A, B,C € #(E).
(a) On a (par définition de la différence symétrique) :

(AAB)AC = ((AAB)NC) U (CNAAB) = ((AAB)NC) U (C N (AAB))

en utilisant la question 3.(a). L’intersection étant commutative, on peut conclure que :

(AAB)AC = ((AAB)NC) U ((AAB) N C)

(b) On a (par définition de la différence symétrique) :

(AAB)NC = [(ANB)U(ANB)|NnC
=[(ANB)NC]U[(AnB)NC] (distributivité de N par rapport a U)
=(ANBNC)U(ANBNC) (associativité de N)

U
N

Le calcul de (AAB) N C est analogue. Ainsi :

(AAB)AC = (ANBNC)U(ANBNC)U(ANBNC)U(ANBNC)

(¢) L’opération A est commutative donc :
AA(BAC) = (BAC)AA = (CAB)AA
puis, en échangeant les roles joués par A et C dans ’égalité obtenue a la question précédente, on a :
A(BAC)=(CNBNA)U(CNBNA)U(CNBNA)U(CNBNA)

i.e. (en utilisant la commutativité de U et de N) :

[(AAB)AC = AA(BAC) |

5. Soit A € Z(E).
(a) Soit C € Z(E).On a:

AACAA = (AAC)AA = (CAA)AA (commutativité de A)
=CA(AAA) (associativité de A)
=CAQ (question 1.)
=C (question 1.)

Ainsi :

VC € P(E), AACAA=C

(b) On veut montrer que p4 est surjective, i.e. que :
VC € P2(E), 3B € P(E), C = pa(B)
Soit C € Z(E). D’apreés la question précédente, on a :
wA(CAA) = AACAA=C

donc CAA € Z(FE) est un antécédent de C par application ¢4 dans &(E). Ainsi :

|1’application pa est surjectivel

6. Montrons que ’application ¢4 est injective, i.e. que :
VB,C € Z(E), pa(B) =¢a(C) = B=C
Soient B,C € Z(F). On suppose que p4(B) = p4(C), i.e. que :
AAB = AAC soit encore (ANB)U(BNA)=(ANnC)U(CNA)

Montrons que B = C' en raisonnant par double inclusion.



Soit b € B. Montrons que b € C' en raisonnant par disjonction de cas selon que b € A ou que b € A.

— Premier cas : b € A.

Par I'absurde, supposons que b ¢ C. Alors b € AN C. Comme ANC C AAC, on a b € AAC.
Mais AAC = AAB donc b € AAB. Ainsi, b€ ANB oub € BN A. Les deux cas fournissent une
absurdité car b € B et b€ A. Ainsi, b € C.

— Deuxiéme cas : b € A.

Comme b € B,onabe BNA.Or BNAC AAB et AAB = AAC donc b € AAC, ie. b€ ANC
oube CNA. Commebd¢ A, on a nécessairement b € C'N A et donc b € C.

Ceci démontre l'inclusion B C C.
Les ensembles B et C jouant des roles symétriques, on a aussi I'inclusion C' C B.

Par double inclusion, on a bien ’égalité B = C. Ainsi :

|1’application pa est injectivel

Probléme (autour des coefficients binomiaux)

Partie I : calcul d’une somme

1. On utilise un raisonnement par récurrence.

* On a:

donc I’égalité est vraie pour n = 0.
n

2 1)2 ntl 1)2 9)2
* Soit n € N. Supposons que k3 = % Montrons que Z E® = % On a :
k=0 k=0
n+1 n
Z k3= Z K3+ (n+ 1)3 (relation de Chasles)
k=0 k=0
2 1 2

= n4—|— ) + (n+1)° (hypothése de récurrence)

n*(n+1)2+4(n+1) x (n+1)>

o 4

_ (n+1)*(n®+4n+4)

o 4

(n+1)(n+2)*

4

L’égalité est donc vraie au rang n + 1.

Par principe de récurrence simple, on peut conclure que :

u n%(n+1)>2
wmeN, Y op=0T
k=0 4

2. (a) Soient k € Net £ € [0,k —1]. On a (puisque 0 <L+ 1<k <k+1):

k+1 kY (k+1)! k! k— ¢
(£+1) _(£+1> WD k—0! (xDk—f-1) k—¢
(k4 D)k — (k— O)k!
ESICENY
(L+1)k!
S E)
k!




k
Par ailleurs, ’égalité est évidente si £ = k; en effet, (k N 1) = 0 donc les deux nombres mis en jeu

dans I’égalité sont égaux a 1. Finalement :

Vk €N, Ve [0,k], (;f):(lzii)—(gfl)

Remarque : on demande ici de démontrer la formule du triangle de Pascal.

(b) Soient £,n € N tels que £ < n. D’aprés la question précédente, on a :

ﬁi(§>_jé[(Eii>_<?il>]_<ZI;>_<6fﬁ>

k=¢ k=
{
=0car{+1 >/ donc:
l+1

>(5)-(1)

(c) Pour tout entier k supérieur ou égal a 3, on a :

E\ k! k(k—1)(k-2)
(3>_3!(k—3)!_ 6

car la somme est télescopique. Or (

k
et cette égalité reste vraie si k € {0, 1,2} car, dans ce cas, on a <3> = 0 (le membre de droite

ci-dessus étant également nul). Ainsi :

R R

(d) Soient a,b,c,k € N. On a :

a(];) +b<§) +c<]1€) _ o HE 1g(k_2) +bk(k2_ D

3_3k249 2 _
_alk 36k + k)+b(k2 B

_93 (b _a\,. (a b
—6k +(2 2)1: +<3 2+c>k

k k k
Ainsi, pour que I’égalité a(3> + b<2> + c<1> = k3 soit vrale, il suffit que a, b et ¢ soient tels que :

0 i.e. b
:0 Cc =

wen e eG)-)

(e) Soit n € N. En sommant les égalités obtenues a la question précédente, il vient :
- - k k k “~ [k [k [k
3 _ —

2oy (6(3)+6(2)+(1))—62(3>+6Z(2)+Z(1>

k=0 k=0 k=0 k=0
“~ [k “~ [k
()02 () 2 0)

=2 k=1
n+ n+1 n+1
GO CONGY

S
wle || o
| <

i || 2

Finalement :




d’aprés la formule du triangle de Pascal généralisée (question 2.(b)). En explicitant les coefficients
binomiaux, on obtient :

i:k?’:Gx (n+1)n(n—1)(n—2)+6x (n+ n(n—-1) +n(n—|—1)

24 6 2
k=0
:n(n+1)(n—1)(n—2)4+4(n—1)+2
2
=n(n+ 1)n n
~ n*(n+1)>
N 4

Ainsi :

on retrouve bien l’égalité (x)

Partie II : formule d’inversion de Pascal
3. Soient n,k,f € N tels que /< k<n.Ona:

n\ [k n! k! n!
(k)(() TRk OGO (k) (k—0)
n! (n—)!

=0 D (-0~ (k—0)!

-()(0)
wieen  t<i<a = (1)(5)=(7) (i)

4. Soient n, ¢ € N tels que £ < n. D’aprés la question précédente, on a :

Ainsi :

n v . n -
nit = -1 k—e [TV n _ . s
St =2, (1) (E)(k—é )2 )
k=t —
n n—~¢ n— /¢
- ([) Z < j )(‘Uj (changement d’indice j =k — {)
j=0
n—~{
= (Z) (n _ £> (_l)jln—é—j
=0~/
— n n—~
-(0)r
Ainsi :
0 sif<n
S”"’:{ 1 sil=n

5. Soit n € N. D’aprés les propriétés sur les sommes triangulaires, on a :

3 e (o= o (1) 3 (o= S () (1)

k=0 k=0 £=0 k=0 £=0

2, @) )

n

1 a3 (1) ()

0 k=¢

N

I
M=

4

(_1)n+£ ayp Smg

[
M=

~
Il
o



En utilisant maintenant la question précédente, il vient :

n

k=0

>y (’;)bk - §<—1>

=0 =1

Ainsi :

VneN, a,=)Y (-1)"**

(a) On utilise une récurrence simple.
* On sait que g = 1 donc :

k

(=)

L’égalité est donc vraie pour n = 0.

3

* Soit n € N. On suppose que n! = (Z)

B

=0

(n+1)!=Mn+1)xn!

n

=(n+1) Z (Z) T (hypothése de récurrence)

k=0

x. Montrons que (n+1)! = Z

> (o= (D)o =1-0:

n+€aé Sn,@ + (_1)2n anSn,n = an

n+1 ’/l+1
k

)xk. On a:
k=0

(changement d’indice ¢ = k + 1)

:kzi)(nu)(;‘)xk

-3 (ki Jus

=3 (1) - o
=§(“j1) (a2 - (1))
S (TR

(=1

)iy

D’aprés la formule du bindéme de Newton, on a :

(=1 =0

donc :
n+1

(n+1)!:2

(=1

§<n;1>(l)z§<nzl

+1
14

)m+1=§5(”

£=0

1
car <n—(§ >~T0 = 1. L’égalité est donc vraie au rang n + 1.

Par principe de récurrence simple, on peut conclure que :

Vn € N,

”!:ki_o(

n

k

o

>(1)51on+111 (car n+1>0)

(n

Jo

(b) Soit n € N. D’apreés ce qui précéde (pour tout k € N, on a ici ap = zx et by = k!) :

T, = Z (_1)n+k (k)k' _ kzz: (_1)n+km

k=0 0

n!

n -1 2n—~
=n1yot z?!

Or (—1)?" =1 et, pour tout £ € [0,n], on a (—1)~*

= (—=1)* donc
- (DR
Vn € N, Ty n!kz: 1
=0

(changement d’indice £ = n — k)



