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DEVOIR SURVEILLE 2

un corrigé

Exercice 1 (cours).

1. (a) On sait que :
* f est injective si : Va,y € E, f(z) = f(y) = x=y;
* f est surjective si:Vy € F, Jx € E, y = f(x);
* f est bijective si:Vy € F, Iz e E, y= f(x).
(b) Par définition, f(X) = {y € F|Jz € X, y = f(x)} (ou, si on préfére, f(X) = {f(z)|z € X}).
(¢) Par définition, f~1(Y) = {z € E| f(z) e Y}.
(a) La négation est : VM € R, 3n €N, w, > M.
(b) La négation est : An € N, upi1 < uy.
(c) La négation est : V{ € R, Je >0, ¥ng €N, In €N, n > ng et |u, — €| > e.

2.

3. L’assertion se réécrivant sous la forme « —1 < a et a < 2 », la négation est : a < —1 ou a > 2.

4. Soient a,b € R. D’aprés la formule du bindéme de Newton, on a :

6
(@+b)°=>" <2) a"b5=F = b5 + 6ab® + 15a%b* + 20a%b° + 15a*b? + 6a°b + aF
k=0

5. (a) Par distributivité de la réunion par rapport a l'intersection, on a :

X=[AU(BNB)|N[AU(BNB)|=(AUu@)N(AUug)=ANA=0

et :

Y =[AN(BUB)]U[AN(BUB)] =(ANE)U(ANE)=AUA=F

(b) Démontrons I’équivalence en raisonnant par double implication.
* Supposons que A\ B = A. Montrons alors que B\ A = B en raisonnant par double inclusion.
e L’inclusion B\ A C B est claire (puisque B\ A= BN A C B).
e Soit maintenant € B. On veut montrer que v € B\ A, i.e. que x € B N A. Par absurde, si
x ¢ A, e six € A, alors Pégalité A\ B = A implique que x € A\ B et donc  n’appartient
pas & B, ce qui est absurde. Ainsi, x ¢ A et donc x € B\ A. Ceci prouve l'inclusion B C B\ A.
Par double inclusion, on peut conclure que B\ A = B.
* En intervertissant les roles des ensembles A et B, on a la deuxiéme implication.

Ainsi :

A\B=A < B\A=1B

Remarque : on peut aussi procéder comme suit. Si A\ B = A, i.e. si AN B = A, alors :

B\AzB\(AﬂE)zBﬂ(AﬂE) :BO(ZUB) (lois de De Morgan)
=(BNnA)u(BnB)
=(BnA)uUB
=B

car BN A C B. La réciproque se traite de la méme maniére (il suffit d’intervertir les roles joués par A et B).

Exercice 2.



1. On a:

2x0+1 1 . 2x1+1 3
U ——Up = = e U —Uu; = =
LT 9x0+2 73 2T o142 T8

2. On procéde par récurrence simple.
2x0! 1

*Ona G0 T Ix

=1 = ug donc 'égalité est vraie au rang 0.

2n)! 2 2)!
i. Montrons que up41 = (2n+2)
22n(n )2 22n+2((n + 1))
relation de récurrence vérifiée par la suite, on a :

* Soit n € N. On suppose que u,, = 5. D’apreés la

2n+1  2n+ 1 (2n)!
2n+2 " 2n+2 22”(71!)2
2n + 2 " (2n+1)(2n)!
2n +2  2(n+1)227(n!)?
_ (@2n+2)2n+1)(2n)!
© 22 %227 x (n 4 1)2(n!)2
(2n+2)!
22042 ((n + 1)n )
(2n+2)!
220+2((n 4 1) 1)

Upi1 = (par hypothése de récurrence)

donc I’égalité est vraie au rang n + 1.

Par principe de récurrence simple, on peut conclure que :

(2n)!

VTZEN, Unzm

Exercice 3.
1. * On a:

ig() il_(_?f):H ie. S:Zlu(g)w]

5

* La somme T est télescopique :

Si}ln <Z+2) i(ln(erQ) In(i + 1)) = In(n + 2) — In(1) i.e. T =1n(n+2)

1+ 1 =

* Par linéarité de la somme, on a :

762k2+22kf6 nint Y@+l o nntd U=n(n+1)(2n+2)

6 2
* On a:
n i n
_ ] _ nn+1)2n+1)
V=3Zj21=32j2 i.€e. V=
j=1 =1 j=1 2
——
=Jj
* D’aprés la formule du binéme de Newton, on a :
n £ n
AN 3l —1 R |
W:ZZ<k)2klé_k:Z(2+1)é:3°x31 ie W=""0—
£=0 k=0 £=0

1 Sp+l 2x3x4x--xnx(n+1) )
[ (1)) =I5 =2



Exercice 4.
1. (a) La fonction f est dérivable sur R* et :

. 22 —2z(x+1) —a?-22 -—-x-2
Vz € RY, f(z) = v = P -3

On en déduit le tableau de signes de f’ et de variations de f suivants sur R* :

x -00 -2 0 +00
—x — 2 + 0 - -
x3 — — 0 +
f(@) - 0 + -
0 +00 || +00
1
1 0

. . =+ . , 1
Les limites en + 0o et en 0~ sont immédiates.

(b) i D’apres le tableau de variations de f, on a :

SR = {—iww{

ii. Soit x € R*. On a :

ot
-
S

1 1-—
i =1l 2 —-2-1=0 < z= \foux:
2 2 2

flz) =1

donc :

1—\/56t 1+5
2

les antécédents de 1 par ’application f dans R* sont 5

iii. Comme f(R*) # R (¢f. question 1.(b)(i)),

|1’application f n’est pas surjective (en particulier, f n’est donc pas bijective) |

D’aprés la question 1.(b)(ii), 1 € R admet deux antécédents par f dans R* donc :

|1’applicati0n f n’est pas injectivel

(c) Soit y € R% . On résout I'équation y = g(x) d'inconnue z € R* :

z+1
glx)=y = 5 =Y = yr’—z—1=0

L’équation du second degré précédente a pour discriminant 1+ 4y > 0; ses racines sont donc :

L-VIvdy 14T dy

T_ = o Ty %

Comme y > 0, on a /14 4y > 1 donc z_ < 0 tandis que x € R*. Ainsi, 'équation y = g(x) admet
pour unique racine x dans R* . On peut donc conclure que :

R:  — R%
g est bijective d’application réciproque ¢! : 1 T4
Y — 7_‘_ \/Ty
2y
2. (a) On suppose que f et g sont surjectives. Montrons que Papplication go f : E — G est surjective, i.e.
que :
VyeG, 3z € E, y= (g0 f)(x)
Soit y € G.



* Comme g : F' — G est surjective et puisque y € G, il existe z € F tel que y = g(2).
* Or f: E — F est surjective et z € F donc il existe € E tel que z = f(x).
* Ainsi, y = g(z) = g(f(z)) = (go f)(z) et donc x est un antécédent de y dans E par 'application
golf.
Finalement :

|si f et g sont surjectives, alors g o f est surjective

(b) On suppose que g o f est injective et que f est surjective. Montrons que g est injective, i.e. que :
Ve,y e F, g(x) =gly) — v =y
Soit z,y € F. On suppose que g(z) = g(y). L’application f : E — F est surjective et z,y € F donc
il existe a, b € E tels que x = f(a) et y = f(b). L'égalité g(x) = g(y) se réécrit donc g(f(a)) = g(f (b)),
soit encore (go f)(a) = (go f)(b). Mais l'application g o f est injective donc a = b. Par conséquent,

fla) = f(b), i.e. x =y.

Finalement :

|si go f est injective et si f est surjective, alors g est injectivel

Probléme (autour de la formule du binéme de Newton).

PartieI : lescasp=0etp=1

1. (a) D’aprés la formule du bindme de Newton, on a :

VneN,  S,o=)Y_ (Z) (-DF1I" P =(-14+1)"=0"=0  (car n > 0)
k=0

(b) Pour n =0, on a cette fois :

So,0 = (—1+1)0 =0"=1

2. Soit n € N*.
(a) D’aprés la formule du bindéme de Newton, on a :

Vo € R, fz) = Z (n) (—)k 1" = (2 +1)" = (1 —2)"

k
k=0

(b) La fonction f est dérivable sur R (comme fonction polynomiale) et :

Ve eR,  f(z)=-n(l-2)"" =) (-1 (Z) ka1

k=0

(c) Pour la valeur = 1, on remarque que f'(1) =S, 1 (expression de la dérivée avec la somme). Ainsi :

—1 sin=1 (car 0°=1)
0 sin>1

s

Vn € N7, Spi=f(1)=-n(1-1)""=-nx0""= {

Partie B : étude du cas général

3. Soit k € [1,n]. On a® :

n n! n! nl
k<k>:kxk!(n—k)!:kxkx(k—l)!(n—k)!:(k—l)!((n—l)—(k—l))!
(n—1)!
(=D ((n—1)— (k—1))!

=o(;21)
Vk € [1,n], k(Z) :”(Z_ D

1. On demande ici de démontrer la formule sans nom.

=nX

Ainsi :




4. Soit k € [1,n]. Alors? :

n—1 n—1\ (n—1)! (n—1)!
<k—1>+( k )(k—lﬂ«n—ly—%—lnl+kwn—1—kﬂ

B (n—1)! (n—1)!

S (k=D!'n—k)! kl(n—-1-k)!

_k (n—1)! (n—1)! n—k
Tk k- Dln-R)! En-1-%! n—k

_ k(n—-1)!  (n—k)(n—1)!
R IR O )
b+ n—k(n—1)!

kEl(n—k)!
n!
Tkl (n—k)!

Ainsi :
n—1 n—1 n
Vk 1 _
€ [1,n], (k—1>+( i ) <k)
5. On a:
S = i (71)]6 n k X ,Z{}p = ni (71)]C n— 1 k_p (d7aprés la questj()n 3 )
n,p+1 L " |
k=0 prs
n _ 1
B nkZ:o (1 [<Z> ; (n k )} kP (d’aprés la question 4.)
n n B 1
=n2 (-1 (Z)kp —ny (-1 (n B ) kP
k=0 i
=0 si k=n
n n n—1 n_1
- nz(_l)k<k>kp —n (—1)’“< . )kp
k=0 k=0
= nSn7p - nSn_Lp
Finalement,

on a bien 'égalité S, p41 =n(Snp — Sn—1,p)

6. On raisonne par récurrence sur l'entier p € N.

* D’aprés la question 1.(a), on sait que pour tout entier n > 0, on a S, o = 0. La propriété est donc
vérifiée au rang p = 0.

* Soit p € N. On suppose que pour tout entier n > p, on a S, , = 0. On veut montrer que pour
tout entier n > p+ 1, on a Sy, p+1 = 0. Fixons donc un entier n strictement supérieur a p 4+ 1. En
particulier, n > p donc, d’aprés la question 5., on a Sy, py1 =n(Spp —Sn-1p). Orn>petn—1>p
donc, par hypothése de récurrence, on a S, , = 0 et S,,_1, = 0. Ainsi, Sy, p+1 = 0. La propriété est
donc vraie au rang p + 1.

Par principe de récurrence simple, on peut conclure que :

Vp € N, Vn > p, Spp =0

2. 1l s’agit de démontrer la formule du triangle de Pascal.



