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DEVOIR SURVEILLE 2

un corrigé

Exercice 1 (cours).

1.

>~

(a)

(a)

(b)

On sait que f est injective si :

[y e b @ = 1) = o-y]

Par définition, | f(X) = {y € F‘Em eX, y= f(m)} (ou, si on préfere, f(X) = {f(x)‘:r € X})

Par définition, | f~(Y) = {zeE|fx)eY}|

On suppose que g o f est surjective et que g est injective. Montrons que f est surjective, i.e. que :
VYyeF, 3z € E, y= f(x)

Soit y € F. Alors g(y) € G. Or go f est surjective de E sur G donc il existe € E tel que (go f)(z) = g(y),
ce qui se réécrit g(f(z)) = g(y). Comme g est injective, cette égalité implique que f(z) = y. Ainsi, x est un
antécédent de y par f dans E. On a donc démontré que f est surjective. Ainsi :

|si g o f est surjective et si g est injective, alors f est surjectivel

La négation est : |VM eR, dneN, u, > M |

La négation est : | dn €N, Unt1 < Un |

La négation est:lVEER, Je>0,Vno €N, IneN, n>=ng et |u, — ¢ >5|.

. L’assertion se réécrivant sous la forme : —1 < a et a < 2, la négation est : | a<—-louaz=2|

. Soient a,b € R. D’aprés la formule du binéme de Newton, on a :

6
(@+b)°=>" <Z> a"bF = b5 + 6ab° + 15a°b* 4 20a®b° + 15a*b* + 6a°b + a°
k=0

Par distributivité de la réunion par rapport & 'intersection, on a :

X=[AuBNB)N[AU(BNB)| =(AU@)N(AUL)=ANA=0

Démontrons ’équivalence en raisonnant par double implication.
* Supposons que A\ B = A. Montrons alors que B\ A = B en raisonnant par double inclusion.
e L’inclusion B\ A C B est claire (puisque B\ A= BN A C B).

e Soit maintenant z € B. On veut montrer que x € B\ A, i.e. que € BN A. Par 'absurde, si x ¢ A,
i.e. si x € A, alors I'égalité A\ B = A implique que x € A\ B et donc x n’appartient pas a B, ce
qui est absurde. Ainsi, z ¢ A et donc z € B\ A. Ceci prouve 'inclusion B C B\ A.

Par double inclusion, on peut conclure que B\ A = B.
* En intervertissant les roles des ensembles A et B, on a la deuxiéme implication.

Ainsi :

[1\B=4 < B\A=5B|

Remarque : on peut aussi procéder comme suit. Si A\ B = A, i.e. si AN B = A, alors :

B\A=B\(ANB)=Bn(ANB)=BN(AUB)  (lois de De Morgan)
=(BNA)U(BNB)
=(BNA)UB
- B

car BN A C B. La réciproque se traite de la méme maniére (il suffit d’intervertir les réles joués par A et B).



6. (a) * Ona:

s_1¢ (4)’“1X1(§)n+1 . 55{1 (4)"*1}
_1 Vi ¢ A _5 (4
12<\5 4 -1 4 5

x La somme T est télescopique :

n

S:;ln <21?> :Z(ln(i+2)—ln(i+1)):ln(n+2)—ln(1) i.e. T =1In(n+2)

=0

x Par linéarité de la somme, on a :

PR S nn+1)(2n+1) n(n+1) . —
U=6> Kk +2> k=6x : +2x = ie.  [U=n(n+1)(n+2)|
k=0 k=0
*x On a:
n 7 n
. . B 2 . _nn+1)2n+1)
V—3E ]E 1—32 J i.e. V——2
j=1 =1 j=1
~——

=Jj

* D’aprés la formule du binéme de Newton, on a :

W= ig2’“1‘*k—i(2+1)f—3ox& i.e W—E
N k = N 3-1 " T2

*x On a :

Ensuite, pour tout £ € [0,n], on a 0¢ = { L . Donc
0 sinon
(b) On a:
2n+1
. []@k+1) I] ¢
p— 2k +1 _ k=1 _ (=1
2k 2 nl X2 x4 X+ x(2n)
k=t [] @k
k=1
et donc :
(2n+1)!
P =
22n(n |)2

Exercice 2 (des factorielles).
1. Ona:

Lo 2x0+1 1 o L, _2x1+1 3
'Tox0+2 0 2 2T ox1+2 " 8

2. On utilise un raisonnement par récurrence (récurrence simple).

2x0)! 1
* On a 2(“:(0)!)2 ={x1z- 1 = up donc I’égalité est vraie au rang 0.




2n)! 2 2)!
* Soit n € N. On suppose que u, = & Montrons que Un4+1 = L)z D’aprés la relation de
22n(n 1)2 22n+2((n +1) [)
récurrence vérifiée par la suite, on a :
2 1 2 1 2n) !
Up41 = nt _ 2t X (2n) (par hypothése de récurrence)

M2 2 2n(nl)?

2n + 2 " (2n+1)(2n)!

2n + 2 2(n+1)227(n!)?

(2n+2)(2n+1)(2n)!

22 x 227 x (n+1)2(n!)?
(2n+2)!

2242 ((n + 1)n!)2
(2n+2)!

22042 ((n 4+ 1)1)°

donc I’égalité est vraie au rang n + 1.
Par principe de récurrence simple, on peut conclure que :

_ (2n)!
Vn € N, Up = 72%(7“)2
Exercice 3 (calcul d’une somme).
0 2 4 6
1. On a <0> =1, (1) =2, (2) =6et (3) = 20 donc :
[ao=1 " a1=1, a2=2 et a3=5

|51 = apar +a1ap =2, Sz = apas +ai +azap =5 et S3=agaz+ aiaz + asar + azap = 14

On remarque que Sp = a1, S1 = a2z et S2 = az. On émet la conjecture suivante :

Conjecture : Vn € N, S, = an+1

2. (a) Le changement d’indice £ = n — k dans la somme 7}, fournit :

n

T, = Z (n — 0)an—sae,

=0

c’est-a-dire :

T, = (n—k)aran—x
k=0

(b) En ajoutant les deux expressions de T;, dont on dispose, on a :

n

2T, = Z karGn_1 + Z (n—k)aran—r = Z [k +(n— k:)]akan,k (linéarité de la somme)
k=0 k=0 k=0

n
= E Nnakan—k
k=0

et donc, en utilisant & nouveau la linéarité de la somme :

n
2T, =n E Arpln_r = NS,
k=0

3. Soitn € N. On a :

B 1 (2n42) (2n+2)!
(0 + 2t = (n+2) x n+z<n+1> aiCES e

(2n+2)(2n+1) x (2n)!
(n+1)2n!n!
_2n+1)(2n+1) o (2n)!
T (n+)x(n+1) " nln!

1 2n
=2(2 1
(2n + )Xn+1<n>




Autrement dit :

|Vn eN, (n+2)ant1 =22n + 1)a, |

4. (a) Soit » € N. On a (par linéarité de la somme) :

n41 n+1
Tot1+ Snt1 = Z (k+ Darani1-x = Z (k+ Darant1—k + aotni1
k=0 k=1

car ap = 1. En effectuant ensuite le changement d’indice k = ¢ + 1, on obtient :

n

Tnt1 + Sp+1 = Z (04 2)ags1an—¢ + an+1
=0
D’aprés la question 3., pour tout £ € [0,n], on a (¢ + 2)ar+1 = 2(2¢ + 1)a, donc :

n

Tot1+ Snp1 = ) 2020+ Dacan—¢ + anta
£=0

=4 Zfazan—e +2 Z aep—r + Gny1
=0 =0

= 4Tn + 2Sn + An+1

et donc, comme 27, = nS, (d’aprés la question 2.(b)), on a 47}, = 2n.S,, puis :

|Tn+1 + Sn+1 = an+1 + 2(” + 1)Sn |

(b) On utilise une récurrence simple.
* D’aprés la question 1., on sait que Sop = a1 donc ’égalité est vérifiée au rang 0.
* Soit n € N. On suppose que S, = an+1. Montrons que Sp,+1 = an42.
OnaTyt1 = ntl

Sn+1 d’aprés la question 2.(b) donc (en utilisant maintenant la question précédente) :

n+1

2

en utilisant ’hypothése de récurrence. Ainsi :

Sn+1 + Sn+1 = Qn+1 + 2(” + 1)Sn = Un+1 + 2('”/ + l)an+1 = (2n + 3)an+l

n 3Sn+1 = (2n+ 3)an+1 c’est-a-dire Sn+1 = Mam_l = ani2

n+3

d’aprés la question 3. L’égalité est donc vérifiée au rang n + 1.

On a bien démontré par récurrence que :

|Vn€N7 Sn:anHl

Exercice 4 (autour de l’injectivité et de la surjectivité).

1. Etude d’une application.

(a) La fonction f est une fonction polyndéme du second degré. Son tableau de variations est le suivant :

+00

N|=

+00 +00

On en déduit que :

On veut maintenant déterminer :
FH(=1, +00]) = {z eR| f(z) € [-1,+00[} = {z € R|x2 +z-2>-1}
= {Q:ER|J:2+J:—1>O}
£V5

-1
Les racines du trinéme X2 + X — 1 étant — on obtient :

f_l([_1,+oo[) =

[ e

2 2




(b) D’apres la question précédente, on a f(R) # R donc :

|f n’est pas surjectivel

Par ailleurs, on remarque que f(1) = f(—2) = 0 donc 0 admet deux antécédents distincts par f dans R, &
savoir 1 et —2 (on a bien 1 # —2) donc :

|f n’est pas injectivel

1
(¢) Soit y € {—% +00 { On résout ’équation y = g(x) d’inconnue z € {—5, +oo{ :

gz)=y <= +2-2=y <= 2°+2-2—-y=0

L . 9 .
Le discriminant de ’équation du second degré obtenu vaut 1 —4(—-2 —y) =9+4y >0 car y > 1 Celle-ci

LEVO+dy o

admet donc deux racines réelles (confondues dans le cas particulier y = —%) qui valent — 5

-1+
%w (puisque /9 + 4y > 0) donc :

. . < 1o 1 N .
seule de ses racines appartient a l'intervalle {—5, +00 [, a savoir

g(z)=y < ==

—1++v9+4y
2

. . , . 1
Finalement, y admet un unique antécédent par g dans l'intervalle [—5, +00 { On peut donc conclure que :

I’application g est bijective de réciproque :
[—3voo[ —  [—3,+00]
—1
g
—1+V9+4
y N + : +4y

2. Application idempotente.
(a) On raisonne par double implication.
* Supposons que f soit injective. Montrons alors que f est surjective. Soit y € E. Comme fo f = f, on a

f(f(y)) = f(y). Or f est injective donc f(y) = y. Ainsi, y € E est un antécédent de y par f dans E. On
en déduit donc que f est surjective.

* Supposons maintenant que f est surjective et montrons que f est injective. Soit donc z,y € E tel que
f(z) = f(y) et montrons que z = y. Comme f est surjective, il existe z’,y" € F tels que z = f(z') et
y = f(y). Légalité f(z) = f(y) se réécrit f(f(2)) = f(f(y')). Or fo f = fdonc f(f(z)) = f(a') et
FU@)) = (). Legalite f(f(x')) = f(f(y') se xéécrit done f(z') = f(y'), ce qui signifie que = = y
par définition de =’ et y'. Finalement, f est injective.

On a donc démontré que :

|f injective <= f surjectivel

(b) Soit A € Z(E). On démontre ’égalité en raisonnant par double inclusion.

* Montrons que f~1(f71(A)) C f~1(A).
Soit & € f7H(f1(A)). Alors f(x) € f~'(A) (par définition de I'image réciproque d’un ensemble), puis
F(f(x)) € A (& nouveau par définition de I'image réciproque). Mais f(f(x)) = f(z) (puisque fo f = f)
donc la derniére appartenance se réécrit f(xz) € A, ce qui signifie, par définition de l'image réciproque
d’un ensemble, que z € f~'(A). On a donc bien I'inclusion annoncée, a savoir f~(f~(A)) C f~(A).

* Montrons maintenant que f~(A4) C f~1(f1(4)).
Soit & € f~1(A). Alors f(z) € A. Mais f(f(z)) = f(z) donc f(f(x)) € A. Ainsi f(z) € f *(A) puis
z € f71(f7(A)), ce qui démontre la seconde inclusion.

Finalement :

VAe 2(E), [ NA) =114

Exercice 5 (étude d’une suite).

1. (a) Par symétrie de la somme, on obtient en effectuant le changement d’indice k =n — j :

Vn e N, sn:i(”;])n:i (p%)n

7=0 J7=0




(b) Soient n € N* et k € [0, n]. L’inégalité est claire si k = 0 (les deux nombres mis en jeu valant 1) et, si k > 1,

<1 - %)n — o (-3)

k k
L’inégalité de concavité du logarithme nous donne In (1 — 7) < —— puis, par croissance de la fonction
n n

alors 1 — E > 0 donc :

exponentielle sur R, il vient e (1_5) < e~ *. On peut donc conclure que :

VYn € N*, Vk € [0,n], <1—%> <e”®

(¢) Soit n € N*. En sommant les inégalités obtenues a la question précédente, on obtient :

n 1 k 1— l”JFl 1 n+1
Sngz(,> _ (c)l _ e 1_<7>
e 1—= e—1 e
k=0 e
n+1 n+1
Comme 1 — ! <let © >0,0n a ° 1-— 1 < © et donc :
e e—1 e—1 e e—1

VnEN*, Sn<

(a) Pour tout z € Ry, on sait d’aprés I'inégalité de convexité de la fonction exponentielle que e =% > 1 — z, i.e.
e ® —1+x > 0. Ceci démontre l'inégalité de gauche.

2
Démontrons maintenant ’inégalité de droite. La fonction f : z — T _ o= + 1 — x est dérivable sur R} et :

Vo € Ry, f@y=z+e =120

d’apreés 'inégalité précédente. On en déduit le tableau de variation de f suivant sur Ry :

0

Pour tout € R4, on a donc f(z) > 0, ce qui démontre I'inégalité souhaitée puisque f(0) = 0. Ainsi :

$2

Ve € Ry, Ogefzflerg?

(b) Soit n € N*.
i. Soit z € [0,1]. On a:

-

e " —(l-z)"=(e "= (1—x)) (efz)k (1—g)" "
k=0

Ce nombre est positif comme produit de nombres qui le sont (la positivité du facteur de gauche a été
démontrée & la question précédente). Comme 1 —z < e, ona (1—z)" ' 7% < (e _w)nflfk pour tout
k € [0,n — 1] par croissance de la fonction t — t" "'~ sur Ry (car n — 1 — k > 0) donc :

e " —(1l-2)"< (e "—142) Ze*"il)m =(e " —1+az)ne "7V
k=0

En appliquant enfin I'inégalité démontrée a la question 2.(a), on peut conclure que :

2
vz € [0,1], 0<e ™ —(1—x)"< ”; o~ (n=Da

ii. Soit k € [0,n]. En choisissant la valeur x = — € [0,1] dans les inégalités démontrées a la question
n

k
précédente, on obtient bien (en utilisant le fait que e » < e) :

Vke[0,n], O0<e *-— (1— 5) < —k2e”




(c)

L’inégalité est immédiate si k € {0,1,2}. Montrons par récurrence que pour tout entier k supérieur ou égal
N 2 k+1
a3,onak” 2",

* Ona 3?2 =9et 2% =16 donc 32 < 2°%!. L’inégalité est vraie pour k = 3.
* Soit k € N\ {0,1,2}. On suppose que k? < 281, Montrons que (k +1)? < 2**2. On a :

2k — (k+1)> =k -2k —1

Les racines du triné6me du second degré X2-92X —1sont1—+2et1++2.0rk >3>1+ V2 (en effet,
V2 < 2) donc k* —2k —1 >0, i.e. (k+ 1)? < 2k*. Par hypothése de récurrence, on sait que k* < 2F+!
done (k +1)? < 2872, L’inégalité est donc vraie au rang k + 1.

Par principe de récurrence simple, on peut conclure que :

vk € N, k2 < 2kt

Soit n € N*. On somme les inégalités obtenues a la question 2.(b)ii. sur les entiers k € [0,n] :

- —k k\" e —k
O<Z{e —(l—n)}ghkzolfe

k=0

En utilisant la linéarité de la somme et la majoration obtenue & la question précédente, il vient :

n 3 n 2 k
Og;)e k_Sn<%Z<g> >

k=0

i.e.:

n e n 2 k n

—k —k
S 2) <8. <

Setoty (%) <si<ye

k=0 k=0 k=0
Finalement :

Vn € N* e (1 —(n+1)) e 1- (%)RH s < _© (1 —(n+1))
p— —_ >< — < < p—
" ’ e—1 ¢ n 1-2 "Se—1 ¢
e 2 n+1
Comme e~V 0, — 0et <7) — 0 (car0<2<e),ona:
n—+oo n n—+oo e n—+oo
( ) ( ) € (g)nJrl e
. —(n+1 _ A n+1 _ e —
n1~1>111~loo e — (1 N ):| 7711*1)2100 e — (1 ¢ ) x 1 _ % e — 1

Le théoréme des gendarmes permet de conclure que :

la suite (Sn)n>1 converge de limite




