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DEVOIR SURVEILLE 10

un corrigé

Exercice 1 (étude d’une famille de séries).
1. Soit p € N*.

* Pour tout n € N*, onan(n+1)---(n+p) > n(n+1) =n? > 0 donc, par décroissance de la fonction inverse sur R,

* 1
Vn € N¥, Ogu(n,p)gﬁ

: . . 1
* On sait que la série de Riemann g —5 est convergente (car 2 > 1).
n
n>1

- 1 R s
* Les séries 2;1 u(n,p) et §>:1 oz sont & termes positifs.
n= n=

Le théoréme de comparaison pour les séries & termes positifs permet de conclure que la série E u(n,p) est convergente.

n>1
Ainsi :
pour tout p € N*| la série Z u(n,p) est convergente
nz1
2. (a) Soitn € N*.On a:
Y _ Y 11 )_ 1-— L (somme télescopique)
k(k+1) ko k+1) n+l pid
k=1 k=1
Ainsi :
+oo 1 n 1
o(l) = ———— = lim — =1
; nn+1) notoo ; k(k+1)
(b) On a:
1 7(X+1)(X+2)—2X(X+2)+X(X+1)X}
X(X+1)(X+2) X(X +1)(X +2) 2
i.€.:
1 1 1 1
-~ +

X(X+1)(X+2) 2X X+1 2(X+2)

Soit n € N*. On a :

12 1
k+1 k+2

1 " 1 1
(% +1) g;(k+2_k+1)
S S |
n+l n+2 2

(sommes télescopiques)

donc :

3

On en déduit que :

= 1 , 1 1
”@):Z;nm+4xn+m::Jﬂgggkm+4xk+2):Z




3. Soit p € N\ {0,1}. Pour tout n € N*, on a

1 1
B B (S VA S B CEw e [ Ry
_ (n+tp —n
WD) (1t p - D+ p)
1
P ) ()
= pu(n, p)

Ainsi :

[vp €N\ {01}, ¥neN',  u(np—1)—u(n+1,p—1) = pu(n,p)|
4. Soit p e N\ {0,1}. On a :

+oo

Zpunp S (u(np—1) —u(n+1,p— 1))
=po(p) -

= lim (u(k,p—1) —u(k+1,p—1))

Or (la somme est télescopique) :

n

Z(u(k,p— 1)—uk+1,p—1)=u(l,p—1)—u(n+1,p—1)

k=1

_ 1 _ 1

T 1x2x--xp (m+D(n+2)---(n+p)
h—% i

n—+oo p!

1
On en déduit que po(p) = L e :
1
vp € N\ {0,1}, C’(P)*m
Exercice 2 (calcul d’une distance).
1. On suppose que ag, ..., an sont deux a deux distincts. Montrons que (-,-) est un produit scalaire sur E.

* Soient P,Q,R€ Eet A€ R. On a:

n

(P+2Q,R) =Y (P +AQ)(ax)R(ax)

k=0

—Z (ar) + AQ(ax)) R(ax)

= Z ar)R(ar) + /\i Q(ar)R(ax) (linéarité de la somme)
k=0 k=0

= (P, R) + \Q, R)

L’application (-, -) est donc linéaire par rapport a la premiére variable.
*x Pour tous P,Q € E, on a :

ZPak ZQ ax)P =(Q,P)

Ainsi, application (-,-) est symétrique. Comme elle est de plus linéaire par rapport & la premiére variable, cette

application est bilinéaire.
% Soit P € E. Pour tout k € [0,n], on a P(ax)? > 0 (car P(ax) € R) donc :

P) = iP(ak)Q >0
k=0

L’application (-, -) est donc positive.

* Soit P € E. On suppose que (P, P) = 0. Une somme de nombres positifs est nulle si et seulement si tous les sommants

sont nuls donc :
(Vk € [0,n], P(ax)®>=0) de  (Vk€[0,n], P(ax) =0)

Ainsi, ag,...,an sont des racines de P. Comme ces nombres sont deux a deux distincts par hypothése, le polynome
P admet au moins n + 1 racines distinctes. Or deg(P) < 0 donc P est le polynome nul. Ainsi, Papplication (-, ) est

définie.



Supposons maintenant que les nombres ao, ..., a, ne soient pas deux a deux distincts. Il existe donc 4,5 € [0,n] tels que
1 < j et a; = aj. Le polynéme P = H (X — ay) appartient & F (on a deg(P) =n) et :
kefo,n]\ {5}

n

(P,P)=Y P(ax)’ =) _0°=0
k=0

k=0

et P n’est pas le polynome nul. Ainsi, 'application (-,-) n’est pas définie et n’est donc pas un produit scalaire sur E.
Finalement :

Papplication (-, -) est un produit scalaire sur E si et seulement si ao, . .., an sont deux a deux distincts

2. L’inégalité de Cauchy-Schwarz dans (E, (-,)) s’écrit comme suit :

n

> Plar)Q(ar)

k=0

VP,Q € E,

n 2 o, 1/2
< <Z P(ak)2> <Z Q(ak)2>

n
3. Pour tout i € [0,n], on pose P; = H(X —ay) € E (les racines de P; sont les nombres a;, pour k € [0,n] \ {¢}) donc, pour

k=0
ki

tous i,j € [0,n] tels que ¢ # j, on a :

n

(P, Py =| > Piax)P;(ar) | + Pi(a:)Pi(a;) + Pi(a;) Py(ay)

k=0
k¢{ij}

Z 0x 0+ Pi(a;) x 0+ 0 x Pj(ay)
k=0

kg{i,j}

=0

donc P; L P;. Lafamille (P, ..., P,) est donc une base orthogonale de E (car de plus cette famille comporte n+1 = dim(F)
vecteurs non nuls). De plus, pour tout ¢ € [0,n], on a :

n 1/2 n
|P:l| = \/{Pi, Pi) = (ZPi(akf) = [Pi(a:)| = |[ ] (as — ax)

k=0
ki

Ainsi :

| une base orthonormale de E est la famille des polynémes de Lagrange associés aux scalaires ag, ..., an

4. (a) Soit P€ E.On a:
PeH < > Plax) x1=0 < (P,1) =0 <= P € Vect(1)"
k=0

On en déduit que H = Vect(l)J‘ est Porthogonal dans E de la droite vectorielle engendrée par le polynome X° = 1.
Ainsi :

| H est un hyperplan de E' dont un vecteur normal est le polynéme 1

(b) Soit Q € E. Comme H est un hyperplan de E dont un vecteur normal est 1, on sait que :

Qul_ 1
nr = Vat1

d(Q, H) =

> Qar)
k=0

Exercice 3 (développement asymptotique d’une suite).
1. (a) La fonction f est dérivable sur R} comme quotient de fonctions qui le sont et :

L xz—In(z) _ 1 —In(z)

Vz € RY, fl(z)=

2 x2
Pour tout x € R%}, on a :
f(z)>0 < 1—In(z) >0 car z° > 0
< In(z) < 1
— zr<e car la fonction exponentielle est strictement croissante sur R



Le tableau de variations de la fonction f sur RY est donc :
T 0 e +00
f(@) + 0 -
.
. In(x) . . (z) . )
En effet, lim = -oo (car lim In(z) = -c0) et lim = 0 par croissances comparées.
z—01 x z—0t x—+o00 T

(b) Soit k un entier naturel supérieur ou égal a 4.

* La fonction f est continue sur les segments [k — 1,k] et [k, k + 1] (comme quotient de fonctions continues) donc

k k+1
1 1
elle est intégrable sur ces segments et les intégrales / % dz et / % dz sont bien définies.
k—1 k

* Par ailleurs, k — 1 > 3 > e et donc les intervalles [k — 1,k] et [k, k + 1] sont inclus dans l'intervalle [e, +o0].

Comme la fonction f est décroissante sur l'intervalle [e, +oo[ (d’aprés la question 1. (a)), elle 'est aussi sur les
intervalles [k — 1, k] et [k, k + 1]. On en déduit alors que :

e pour tout z € [k, k + 1], on a l'inégalité @ < %

/k+1 ln(a:) de < /k+1 h’l(k‘) d
k z e k

/k“ln(k) dp — (k) /’““1 4y — (k)

et donc, par croissance de l'intégrale (avec les bornes

dans le bon sens) :

et comme par linéarité :

o)
8]
N

ln(z
on a la premiére inégalité annoncée, c’est-a-dire /
k

x k
In(k) < In(z)
k x

k k
/ In(k) du / In(z) du
k-1 k k—1 T

. . . . . . In(k k In(z
ce qui fournit la deuxiéme inégalité, & savoir A ) < / (z) dzx.
k=1 T

e pour tout = € [k — 1, k], on a I'inégalité et par croissance de l'intégrale (avec les bornes dans

le bon sens), il vient par linéarité :

N

Finalement,

k+1 k
— / In(z) dz < In(k) </ In(z) du
& T k b_1 T

(¢) Soit n un entier supérieur ou égal & 4. En sommant les inégalités obtenues a la question 1.(b) sur les entiers k € [4, n],

on obtient 2": /k+1 In(z) e Xn: In(k) _ Zn: /’C In(z) o
k h b 1

k=4 z =1 kK k=4

D’aprés la relation de Chasles, on a :

n+1 n
/ In(z) de < S, — In(2) In(3) < / In(x) da
4 T 2 3 3

In?(z)

Or une primitive de la fonction = —— donc

Inz)

sur lintervalle ]0, +oo] est la fonction  —

{m?(az)r“ cg @) @) _ {m?(x)]”

2 |, 2 3 2 |,

c’est-a-dire
In*(n +1) _ In?(4)

g n - X -
2 2 S 2 2 2
Finalement,

In*(4 In(2) 1 2

en posant A = n(),Bz n()+n(3) et C'= n (3) on a pour tout n > 4,
2 2 3 2
2 2
In (H2+1)—A\Sn—B<1n2(n)—C’




(d) D’apres la question 1.(c), on sait que :

VYn>4, S, >

In® 1
Or lim (m + B — A) = +0o donc, d’aprés le théoréme de comparaison,

n—+oo 2

la suite (Sp)nen= diverge et lim S, = +o0
n—+oo

(a) Soit n € N\ {0,1}. Alors In(n) # 0 et donc

1n157;(:)1) _ (mf:(:)n)?

(5e)
()

(Hl]a(lJr;))2

In(n)

1
Comme lim In (1 + 7> = lim In(1+ X) =0 tandis que lim In(n) = +oo, on trouve que lim
n—+oo n X—0 n—+oo n

et donc :

In’(n+1) ~ In*(n)

n—-+oo

(b) Pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 4, on sait d’aprés la question 1.(c) que :

2 2
oty poacs, <MW g c
2
et donc, en divisant par 2(71) > 0,
In*(n+1)  2(B-—A) 25, 2(B-C)
In?(n) In?(n) = In?(n) = In?(n)

Comme lim In*(n) = +oc et In*(n + 1) ~ In?(n) (question 2.(a)), on trouve que :
n—+oo

i
i (e ) =t (14 ) =1

2
D’aprés le théoréme des gendarmes, la suite (1 25(% )) est convergente de limite 1, ce qui se réécrit :
nn) /) nxa
S~ In?(n)
n—+oo 2
(a) Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 3. Alors :
In’ 1 In’
uw_unzsnﬂ_%ﬂ_gﬁ%n)
_In(n+1) In%(n +1) _ In?(n)
on+1 2 2

In?(t) In(t)
2 Tt

est une primitive de la fonction ¢ — sur l'intervalle ]0, +oo[ donc :

_In(n+1) " n(t)
"”H‘“ﬂ*ﬁ‘/n 5

On sait que t —>

Comme n > 3, on an+ 1 >4 et donc, d’aprés la question 1.(b),

n+1 n+1
/ In(t) dt — / In(t) at > In(n +1)
n t (nt)—1 n+1

c’est-a-dire :

n+1
In(n+1) _/ In(t) dt <0
n+1 " t

Finalement,

|Vn>37 un+1—un<0|




(b) D’apres la question 3.(a), la suite (un)n>3 est décroissante. De plus, d’aprés la question 1.(c), on sait que pour tout
entier n supérieur ou égal 4 4, on a :

In%(n +1)

Sn 2 5

2
+B—A>ln2(n)+B—A

est croissante sur [1,+oo[ et car 1 < n < n+1 (on an > 4), ce qui nous donne la

car la fonction t ——

In?(t)
. . 2
minoration :

2
un:sn—ln;”)>B—A

Par conséquent, la suite (un)n>3 est minorée (par min(us, B— A)). D’aprés le théoréme de la limite monotone, la suite
(un)n>3 est convergente. Comme la convergence d’une suite ne dépend pas de ses premiers termes, on peut conclure
finalement que :

| la suite u est convergentel

(a) On utilise un raisonnement par récurrence simple. Pour tout entier naturel » non nul, on considére la proposition
no1
Prn : « Aoy = Sy — Sp — ()Z%

* Initialisation : montrons que la proposition P; est vraie. D’une part :

So— 81 —In(2 )i % ;2) + lngl) B lngl) —In(2)
- =0 =0
__h@®)
T2
et d’autre part :
11n(2) In(2)

Ay = (e g e

= Az, ce qui prouve que la proposition P; est vraie.

x| =

1
et donc S2 — 51 —1n(2) >
k=1

* Hérédité : soit n € N* (fixé). On suppose que la proposition P, est vraie. Montrons qu’elle entraine la proposition

Prn+1. La quantité

~

n+1 1
So(n+1) — Snt1 — 111(2);;1 %

notée Q, est égale a :

In(2n+1) In(2n+2) g In(n+1)

no1
2n+1 2n + 2 " B ()Z%

SZn + n+ 1 =

d’aprés la relation de Chasles (pour les sommes). En utilisant ’hypothése de récurrence, il vient

In2n+1) In2)+In(n+1) Inn+1) In(2)
o+ 1 2(n+ 1)  n+1l n+1
In(2n+1) (ln(n +1) N In(2) )
2n+1 2(n+1)  2(n+1)
onIn(2n 4+ 1) on+11n(2n 4 2)
2n+1 ( 2n+2

Q:A2n+

:A2n+

= A2n + (_1) _1)

= Ao(n+1)

et donc la proposition P41 est vraie.

x Conclusion : pour tout entier naturel n non nul, la proposition P, est vraie par principe de récurrence simple.

Finalement,

Vvn € N*, Aop = Son — Sn — ()Z%

(b) En utilisant le développement asymptotique proposé dans ’égalité obtenue a la question 4.(a), il vient
Aoy = Son — Sn —In(2) In(n) — v1In(2) + o(1)

On sait d’aprés la question 3.(b) que la suite u converge de limite notée ¢ donc on a 1'égalité

1 2
Un = £+ 0o(1) ce qui se réécrit Sn = = Q(n) + ¢+ 0(1)



Par conséquent,

puis, en utilisant les propriétés du logarithme,

Ao, = In*(2) + 21n(2)2ln(n) +In*(n) In 2(71) ~ In(2) In(n) — yIn(2) + o(1)

In?(2)

=3 —v1n(2) 4+ o(1)

Donc :

In?(2
la suite (A2, )nen+ est convergente de limite n2( ) —vIn(2)

Pour tout n € N*, on a par linéarité :

2n41 _1n(k) 2 _yIn(k)  In(2n+1)
e = 1)kl _ _1yk—1
Aznt1 kgl( ) A 1;1( 1) P T——
_ In(2n +1)
T oang

. : S )
On sait que la suite (A2n)nen+ est convergente de limite 5

In(2n + 1)
2n+1

en déduire que

— vIn(2) (question 4.(b)) tandis que la suite

) converge de limite 0 par croissances comparées. D’aprés les opérations sur les limites, on peut
neN*

In?(2
la suite (Azn+t1)nen+ est convergente de limite HT() —vIn(2)

La suite (An)nen+ est telle que ses deux suites extraites (Azn)nen+ €t (A2n+1)nen+ sont convergentes de méme limite

In*(2
HT() — v1n(2). Par conséquent,
) .. In?(2) ) .
la suite (An)nen+ est convergente de limite 5 ~ vIn(2); autrement dit, la série
v 1 +oo 1 1 2 2
7; (—1)"71# converge de somme nZ:l (—1)"71$ = HT() —7In(2)

Exercice 4 (endomorphismes préservant le produit scalaire).

1. (a)

(b)

Soient z,y € F et A€ R. On a :

apu()\ery):QWuf()\a:er):QWuf)\xfy
el L wlw
=Tl T Pt MY

= Apu(®) + pu(y)

Donc :

| oy, est bien un endomorphisme de E |

On remarque déja que p,(u) = u. De plus, pour tout = € E, on a :

u-s)

2<Z : Zi pulu) = pulz)  (car pu € Z(E))

(x| u
(ulu

~

(puop)(@) = pu (2

~

—~
oS

@), elu)

= 2w Yl

u+x

=

Ainsi, @y 0 ¢, = idg. Donc :



| 4 est un automorphisme de F et ¢, ' = ¢, |

(¢) Pour tout = € E, on a (en utilisant la bilinéarité et la symétrie d’un produit scalaire) :

(@u(w)|¢u($)>=<2§z:Z§U—x'222:3§u—x>
el
- (u\u>2< | > 4(u\u) +< | >

donc :

|Vl‘ € FE, (tpu(x)7<P1L(1’) = <11,$> |

Soient z,y € E. Par bilinéarité du produit scalaire, on a :

_ 45 z|lu >< ylu >

< >? < ulu> -2

< pu(®)]puly) >

< z|u >
< ulu >

<

< ylu >

uly > —2
lv < ulu >

<zlu >4+ <zly >

=0

donc :

| I’application ¢, conserve le produit scalairel

Comme D, = Vect(u). On a :

| 0u (Dy) = Vect (pu(u)) = Vect(u) = D, |

Soit € H,. Alors ¢ L u donc < z|u >= 0. On en déduit que p,(z) = —z € H, (comme = € H,, on a —z € H,, car

H, est un sous-espace vectoriel de F). Ainsi :

| H, est stable par ¢, |

1

Soit wu=| 1 |.On remarque que H = {X € R® | (X | u) =0} = D,;. Autrement dit :

1

H* = D, est de dimension 1 et (%u) en est une base orthonormale

Soit p’ la projection orthogonale sur HL et notons e1, ez, e3 les vecteurs de la base canonique de R®. Rappelons que

1

p’ (e2) = p’ (e3). Ainsi, la matrice de p’ dans la

pour tout z € R?, p'(z) = <I e > . En particulier, p' (e1) = ju =
base canonique est :
1 1 1 1
M = AR
1 1 1

Puis, la matrice M de la projection orthogonale p sur H dans la base canonique est :

2
MLm= 1
3\ 1

-1
2
-1

-1
-1
2

1
v
de ¢, dans la base canonique de R? est donc :

Prenons v =

u. Comme ¢, est la symétrie orthogonale par rapport & D, = H*, on a ¢, = idg —2p. La matrice

—Is3+2M == 2




