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DEVOIR SURVEILLE 1

un corrigé

Exercice 1 (cours).
1. (a) La fonction f est paire sur I si I est symétrique par rapport 4 0 (i.e. : Ve € I, —z € I) et si :
veel,  f(-z)=f(z)
(b) La fonction f est strictement croissante sur I si :
Yo,y €1, <y = f(z) < f(y)
(¢) La fonction f est minorée sur [ si :
IMEeR, Vael, flzx) > M
(d) La fonction f admet un maximum en a sur [ si:
Ve el, f(x) < f(a)

2. Pour tout x € R, on a :

eh(z)’ — sh(a)? = <ez+eZ)2 (ez _61)2 (e He ) — (" —e )’

2 2 4
e2z+2+672z (62172+672z)
B 4
=1
3. On a: ~
Vo € R, ch(x)z%}O
Donc ch est minorée (par 0) sur R. Par contre, ch(z) —— +00 donc ch n’est pas majorée sur R. En particulier,

x—+oo
ch n’est pas bornée sur R.

Exercice 2 (une récurrence).

On utilise une récurrence double pour démontrer que :
Vn €N, Un =1+ 2"
* On sait que up = 2 et u; = 3. De plus :
1+2°=2=wup et 1+2'=3=u

donc les égalités sont vraies aux rang n =0 et n = 1.

* Soit n € N. On suppose que :
U =1+2" et upp=1+2"""

Montrons que up42 =1+ 2"*2 On a:

Unt2 = FUnt1 — 2Unp (par définition de la suite)
=3(1+2""") —2(1+2") (par hypothése de récurrence)
=3+3x2" —2-2x2"
=1+3x 2"t —ont!
=1+2x2"!
=1+4+2""

L’égalité est donc vérifiée au rang n + 2.



Par principe de récurrence double, on peut conclure que :

|Vn€N, Up =1+ 2"

Exercice 3 (étude d’une fonction).

1.

Soit = € R. La fonction t — /¢ est définie sur Ry donc :

20 —4#0
T € Py = —r+3 S0 & x €]-00, —3|U]2, +00]
20 —4 7
T -00 -3 2 +00
z+3 - 0 + +
20 — 4 - - 0 +
T+ 3
Cr— + 0 - +

On conclut donc que :

[ 27 =]-00, —3U12, +oo] |

. Comme la fonction x — +/x est dérivable sur R},

| la fonction f est dérivable sur |-oco, —3[U]2, +0o[ (ensemble noté D) |

et :
20—4—2(z+3)
T (2z—4)2Z 5 2¢ — 4
Vi € D (o) = —2=D°
x e D, f(iC) 9 T (2‘%74)2 z+3
\/ 2x—4
, 5 2¢ — 4 - . P
Pour tout € D, on a f'(z) < 0 car TGz 42 <O0et > 0. Ainsi, f est (strictement) décroissante sur
les intervalles |-o00, —3] et ]2, +oo].
T+3
Comme — > 0, 0on a
2¢ — 4 r——3"
lim f(z) =
rz——3"
De plus :
/ 1+ 3 \/’
lim = lim lim z
xﬁ*oof z—Tt oo x%ioo 2 — % 2

Enfin, 2x—4—>0+etx+3—>5donc — +00. Or\/—>+oodonc
z—2+ r—21 2r — 4 z—2+

lim f(z) = +o0
z—2+

T 0 -3 2 +00

f \

+00

S

S

0

Exercice 4 (croissances comparées).

1.

(a) La fonction f est dérivable sur R} et :
1 t-1
Ve > 0, f’(t):1—¥:T

Ainsi, le signe de f’(t) sur R* est celui de ¢t — 1. On en déduit le tableau de variations de f suivant :



+00
; \

(b) La fonction f est positive sur R} d’aprés la question précédente donc :

1

|VteRi;, t—In(t)>1>0 donc 1n(t)<t|

(¢) Soit z € [1, +oo[. D’aprés (x), on a :

In(z) <V puis In(z)
2 T

In(vz) < vz i.e.

<

[\]
S
8

2
Jz

IS

en multipliant par = > 0. De plus, comme z > 1, on a In(z) > 0. Ainsi, on a bien :

Vx € [1, +ool, 0<

2
(d) Comme — ——— 0, le théoréme des gendarmes et les inégalités précédemment obtenues nous donnent :

\/;E z—+00

¢ = lim
T —+o00 X

2. Pour tout z € R% , on sait que z = ¢"™® donc :
re % = eln(z)fz

D’aprés la question 1.(d), on a

e
In(z) — O et donc = (ln(m) — 1) ~00. Or e’ —— 0 donc :
T Z—+00 T z—+o0 t——o0

L= lim ze =0
x—+oo

Probléme (extrait de Bac 1998)

Partie A : étude d’une fonction f

1. Ona2 -2 — -00 et e ——— +00 donc, par produit :

T—+o00 T—+o00

lim f(z) = -o0

x—>+00

Pour tout x € R, on a f(z) =2e® —ze® — k. Ore® ——— 0 et ze® —— 0 par croissances comparées donc :
Tr—r— 00 r—r—00

lim f(z) = -k

T—r— 00

2. (a) La fonction f est dérivable sur R et :
Vz € R, flx)=—e"+(2—x2)e” =(1—x)e”

donc f'(x) est du signe de 1 — z (puisque e” > 0).

x —00 1 +00
f'(x) + 0 -
f(1)
! / \
—k —00




(b) D’aprés ’hypothése faite sur k (& savoir 0 < k < e) :

|f(1):e—k>0|

3. (a) La fonction f est strictement croissante et continue sur l'intervalle |-o0o, 1[. De plus, f(1) > 0et lim f(z) =
T—— 00

—k < 0. D’aprés le théoréme de la bijection :

léquation f(z) = 0 admet une unique solution «j, dans l'intervalle ]-oo, 1[|

On procéde de la méme maniére sur l'intervalle |1, +oo].

(b) Le sens de variations de f obtenu a la question 2.(a) nous permet d’obtenir le signe de f suivant sur R :

T -0 Qg B +00

f(z) - 0 + 0 _

4. L’égalité f(ar) = 0 se réécrit (2 — ap)e® — k = 0 soit encore 2e“* — ae“* — k = 0. Ainsi, on a l'égalité
ape® =2e% — k. Donc :

(e —k)ar —1)=are® —e“* —kar+k=2e%* —k—e™ —kay + k

=e% — Loy

On a bien montré que :

|e°"° —kap = (e —k)(ar — 1) |

Partie B : étude d’une fonction g
5. (a) La fonction u est dérivable sur R et, pour tout z € R, on a v'(z) =e” — k donc :
wW(x) 20 < e 2k < z>1In(k)

par stricte croissance de la fonction In sur R*. On en déduit le signe de ' et le sens de variations de u sur
R suivants® :

x -00 In(k) +00
u'(z) — 0 +
u(In(k))

(b) La fonction u est minorée sur R par :
u(In(k)) = ™™ — kIn(k) = k — kIn(k) = k(1 — In(k))

Or 0 < k < e donc In(k) < In(e) = 1 (par croissance stricte de la fonction In sur R%} ). On en déduit que
k(1 —In(k)) > 0. Ainsi :

|VwER, u(:c):ez—kx>0|

6. (a) Onae” —k — —kete” — kx — +oo car —k < 0. Ainsi :

T—r—00 T—r—00

lim gr(z) =0

T——00

De plus :
e®(I1—ke ™) 1—ke™™
er(l—krxe=2) 1—kre =

Ore ™ —— 0 et ze ™ —— 0 (croissances comparées) donc :
T—+o00 x—~+00

Ve eR,  gr(z)=

lim gx(z) =1

T—+00

1. Pour obtenir la limite de u en +oo0, il suffit de factoriser par e® puis d’utiliser les croissances comparées.



(b) La fonction gx est dérivable sur R comme quotient de fonctions qui le sont et :

, x T _ _ T _ 2 2¢ T _ 296_2 - 2
VLKGR7 gk(x):e (e kx) (e k) :e kxe (e ke +k)

(e® — kx)? (e® — kx)?
_ 2ke” —kxre” — 'S
N (e* — kx)?
2-—xz)e” —k
= ]f -_—
8 (e® — kx)?
Ainsi :
kf(x)
Ve R / = ——
T €K, gk(I) (ez . k$)2
k . ’ . .
(¢) Pour tout z € R, on a m > 0 donc le signe de gj, sur R est celui de la fonction f.
T -0 Qg B +00
g (x) - 0 + 0 -
0 gr(Br)
gr(ax) 1
En outre, on a | gx(1) = 1|
7. (a) D’aprés la question 4., on a :
(ap) = et —k et —k 1
grlOk) = e —kay, (e2r —k)(ax—1) ax—1
(b) Les points My et Nj ont pour coordonnées respectives (ozk, 1) et (@ﬁ 3 1 1) Ainsi
1
pour tout k €]0, e[, les points M}, et N sont sur la courbe d’équation y = o
8. (a) Pour tout x € R, on a :
et =2 e®—1 (e"—=2)(e®” —x)— —1)(e® —2z2)
92(x) —91(@) = e® —2x e —gx (6172.1')( —x)
e —ge” —2e” +2z— (e® —2ze” —e” +22)
N (e — 2z)(e® — x)
. ze® —e”
(e —2x)(e® — 1)
(x—1)e”

- (e® —2z)(e® —x)

On sait que pour tout z € R, on ae” > 0et e® —2z > 0et e® —x > 0 (d’aprés la question 5.(b) avec
k € {1,2}). Le signe de g2(z) — g1(x) est donc celui de z — 1.

T —-00 1 +00
g2(z) — _ 0 +
91(z)

Ainsi :

| la courbe % est au-dessus de %> sur ]-o0, 1], et en-dessous sur [1, +o0| |

(b) On a (pour k =2) :
f0)=(2-0)e’-2=2-2=0

Donc 0 est une solution de ’équation f(x) = 0 dans Uintervalle |-o00, 1[. Or cette équation admet une unique
solution dans cet intervalle (d’aprés la question 3.(a)), notée az. On peut donc conclure que :

042:0



(¢) Graphes de ¢, ¢ et J#
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