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Exercice 1.

1. La fonction f est dérivable sur R* (propriété des fonctions puissances a exposant réel) et :

Vz e RY, fllx)=1-a)z™* >0

Ainsi :

(cara<letz™ >0)

| la fonction f est croissante sur R*

2. Soit k € N*. On sait que f est dérivable sur RY donc, en particulier, f est continue sur [k,k + 1] et
dérivable sur |k, k + 1[. D’aprés le théoréme des accroissements finis, il existe ¢ €]k, k + 1] tel que :

flk+1) — f(k)
(k+1)—k

= f'(c) i.e. tel que (E+Di >kl =1 —a)c®

En divisant par 1 — a # 0 (car « €]0, 1[), on peut conclure que :

1 k+1)tmo — gl
vkeN, Jeelb k1], ~ - *+D
c* l-«o
3. Soit k € N*. On sait qu’il existe ¢ €]k, k + 1] tel que :
1 _ (]f—i— 1)1—(1 _ k,l—a
o l1-«o
Or ¢ > k > 0 et la fonction ¢t — ¢t~ est décroissante sur R* (car —a < 0) donc :
1 1
cY<E™™ i.e. — <K —
¢ T ke
Ainsi :
1 k+1)l-a — fl-o
vkens, L ®EED
ke l-«a

4. Soit n € N*. D’aprés la question précédente, on a :
VEk € [1,n], — >

Sommons ces inégalités :

(k + 1)17a _ klfa

11—«

n 1 n (k}+1)170‘—k17a
w=X > > ()
k=1

k=1
ou (la somme de droite est télescopique) :

n

l-«
k=1 k=1
N+t —
B l-«a
Finalement :
N+1Dli—>—1
Vn € N*’ Uy = L
1-a
N+1)l—o—1
5. On sait que a €]0,1] donc 1 — « > 0. On en déduit que W+1)
—« n—+o0o

_l—a

CO(

Z ((k+1) —a _ a) _ 1iaz((k+1)kaik1fa) _ ﬁ((Nle)lfaillfa)

+00. Le théoréme de

comparaison et les inégalités obtenues a la question précédente permettent de conclure que :

Uy ———F +00
n—+oo




Exercice 2.
Soit € > 0.
1. Par définition de la limite, il existe o > 0 tel que :

22) —
VeeR", [z -0 <a = ‘W—O‘ge

Soit y € [—a,a] \ {0}. Alors % € [—a, a] donc, d’aprés l'inégalité précédente appliquée au point %, on a :

f) — f(%)

7 S
2

ce qui fournit I'inégalité souhaitée en multipliant par |%| > 0. On remarque enfin que 'inégalité & démontrer
est évidente pour y = 0 (les deux nombres mis en jeu dans 'inégalité étant égaux a 0). Ainsi :

il existe a > 0 tel que pour tout y € [—a, o], on ait ‘f(y) —f (%)‘ <e ’g‘

2. Soient x € [—a, o] et n € N.
(a) La somme proposée est télescopique; elle est égale a :

> (1 ()~ () = 1)1 ()

(b) Soit k € [0,n]. On a 2% € [—a, a] (puisque 2% < 1) donc, d’aprés la question 1., on a :

()~ ()| << lgm

En utilisant la question 2.(a) et I'inégalité triangulaire, on a :

01 ()| < S 11 (56) 7 ()| < o

Ensuite :
n n+1 k 1\n+1
T 1 1 1-(3)
D¢ |gew| =elal > <2> =elelx g x4
k=0 k=1 2
1
—_———
<1
< elx]
Donc :
T sy 1
Vn € N, ’f(ac)—f<2n+1>’<5|x|22—k<5|x|
k=1

——— ——— 0 donc, d’aprés la caractérisation séquentielle de la
2ntl  psieo

/ <2nx+1> o 10

Ainsi, en faisant tendre n vers +0co dans I'inégalité obtenue a la question précédente, on obtient :

[f(z) = £(0)] < elz|

3. La fonction f est continue en 0 et

continuité,

Résumons. On a montré que :
Ve >0, da >0, Vz € [—a,q], |f(z) = f(0)| < ez

ce que l'on peut réécrire :
— f(0
Ve>0, da >0, Vz €R, z € [-a,a] \ {0} = ‘f(x)f()’ <e
x

On peut donc conclure que :

la fonction f est dérivable en 0 et f/(0) = 0|




