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DEVOIR MAISON 8

un corrigé

Probléme 1 (étude d’une suite récurrente).

Partie A : informatique et conjectures

1. (a) On initialise une liste L contenant x0. A I’étape k, le terme x;, de la suite est calculé & I'aide de la
relation de récurrence et du dernier terme L[-1] de la liste (qui correspond a xj_1).

def suite(n,x0)
L = [x0]
for k in range(1,n+1)
L.append(L[-1]+1+1/(L[-1]-1))
return L

Remarque : on peut remplacer L[-1] par L[k-1] dans la boucle.

(b) Lenombre x,, correspond au dernier élément de la liste suite (n,x0) (c’est-a-dire a suite(n,x0) [-1]).
On incrémente la valeur de n tant que x, < M.

def depasse(x0,M)
n=20
while (suite(n,x0) < M)
n+=1
return n

2. La fonction f est dérivable sur |1, +oo[ comme somme de fonctions qui le sont et :

/ 1 r—1)2-1 x(x —2
el f)=1- = T = R

On en déduit le tableau de signes de f’ ainsi que le tableau de variations de f suivants :

X 1 2 +00
X
(1._1)2 + +
z—2 - 0 +
f(@) - 0 +
+00 +00
4

Les limites en 1T et en +oo sont immédiates. Par ailleurs, f(]1,+o00[) = [4, +oo[ donc :

| f(J1,+00]) C]1, +o0[, ce qui signifie que I'intervalle ]1, +oo[ est stable par f|

Par conséquent :

partant de xo €]1, +o0[, une récurrence immédiate implique que pour tout n € N, on a z,, €]1, +oo[|




1
3. Pour tout = €]1,+00[, on a ] >0et1l>0donc f(x) > z. La courbe représentative €5 de f est donc

au-dessus de la droite A sur Uintervalle |1, +o0l.

]
T

1‘0:3

Graphes de la fonction f et de la suite (z,),en

La conjecture émise est la suivante :

| La suite (x,)nen semble croissante et divergente de limite +oo. |

Partie B : limite de la suite (x,)nen

4. Soitn € N.Ona xpy1 — 2, = 1+ T Or xz, €]1,+o00[ d’aprés la question précédente donc x,, > 1

Ln

puis 1 > 0. Par conséquent, z,+1 — z, > 1 > 0. Ainsi :

n

|la suite (2, )nen est (strictement) croissante. |

5. Comme (z,,)nen est croissante, le théoréme de la limite monotone nous permet de dire que (z,,),en admet

une limite quand n tend vers +oo, qui est soit finie, soit égale a4 +oo. Montrons que lim z, = +00 en
n—+oo

raisonnant par I’absurde. Supposons donc que liIP x, = £ € R (limite finie).
n—-+oo

* Tout d’abord, remarquons que £ > 1. En effet, pour tout n € N, on a z,, > x¢ > 1 (par croissance de
la suite) et donc, en faisant tendre n vers +oo, on obtient ¢ > xg > 1.

* On sait ensuite que pour tout n € N, on a :

= 1
Tn+1 =Tp + 1+ z — 1
En faisant tendre n vers +oo dans cette égalité (ce qui est licite car £ # 1), on obtient £ = {+1+ 71
d’ou 'on déduit ’égalité £ = 0. Ceci est absurde car ¢ > 1.

Finalement :

lim 2z, = +00
n—+o0o

6. (a) Un utilise un raisonnement par récurrence.



* Par hypothése, on a g €]1, +oo[ donc g > 1 et on a bien g > 0+ 1. L’inégalité est donc vérifiée
au rang 0.

* Soit n € N. On suppose que z,, > n + 1. Montrons que z,41 = n + 2. On sait que x,4+1 =
T, + 1+ 1 Or

1 Par hypothése de récurrence, on a z,, > n+1donc 11 =2 n+2+
Ty — Ty —

on sait que x,, €]1,+oo[ donc 1 > 0 puis 11 = n + 2. Finalement, I'inégalité est vérifiée

Zn,
au rang n + 1.

Par principe de récurrence simple, on peut conclure que :

|VnEN, Tp=2n+1

(b) Soit ke N*. Onaxpi1—xp—1=

. Comme z; > 1,0n a

1 > 0. De plus, on sait d’aprés

Ty — T —
la question précédente que zr > k+ 1 donc zp — 1 > k > 0 puis, par décroissance de la fonction
1
inverse sur R*, il vient < —. Finalement :
T — 1 k
. 1
Vk € N*, 0<xk+1_mk_1<%
. o . . 1
(c) Soit n € N\{0,1}. D’apres la question précédente, pour tout k € [1,n—1],ona0 < xgy1—zr—1 < T
En sommant ces inégalités, il vient :
n—1 nfll
0<k_1($k+1—$k—1)<;E

Or, par linéarité de la somme,

n—1 n—1 n—1
(Tpy1 —ap — 1) = (Tpy1 — xp) — l=z,—21—(n—1)
k=1 k=1 k=1
n—1
puisque la somme Z (k41 — xx) est télescopique. On en déduit les inégalités annoncées :
k=1
n—1 1
YneN 0<ax,—x1—(n—1)< z
k=1

(d) i. La fonction g : z — & — In(1 4 x) est dérivable sur | — 1, +o0[ et :

1 T

-1 "(z)=1— —
Vo €] —1,+00[,  ¢'() o7 11z

Pour tout # €] — 1, +00[, on a 1 + = > 0 donc ¢'(z) est du signe de z.

x —1 0 +00

+00 +00
g \ /
0

La fonction g présente un minimum en 0 qui vaut g(0) = 0. On en déduit que la fonction g est
a valeurs positives. On en déduit immédiatement 1'inégalité annoncée, a savoir que :

|Vx €]—1,+00[, In(1+z)< x|

ii. Soit k un entier naturel supérieur ou égal a 2. Alors :

ln(k)—ln(k—l):_1n<1_]1€) 2_(_;)



(¢)

1
d’aprés la question précédente car ~Z €] — 1, +00[ (puisque k > 2) et en multipliant par —1 < 0.

Ainsi :
1
Vk € N\ {0,1}, Z <In(k) —In(k - 1)
Soit m un entier supérieur ou égal a 3. D’aprés la question 6.(c), on a :
n—1 1
xngxl"'n_l"';E

et en isolant 'indice £ = 1 de la somme (relation de Chasles), on a :

n—1

1
Tn <z +n+ Z %
k=2
1
Or pour tout k € [2,n — 1], on sait que z < In(k) — In(k — 1) d’aprés la question précédente. Donc
(en sommant les inégalités) :
n—1 n—1
1
> - < > (In(k) — In(k — 1))
k=2 k=2

et comme la somme dans le membre de droite est télescopique, on obtient :
n—1
k=2

Finalement, z,, < #1 +n+1n(n—1). La minoration de z,, a déja été établie a la question 6.(a). Ainsi :

<lIn(n—1) —In(1)
——

=0

el

|VneN\{0,172}, n+1<xn<x1+n+ln(n—1)|

Soit n € N'\ {0,1,2}. En divisant par n dans les inégalités précédentes, on a :

RPN P )
n n n

N

1
Or lim (1 + ) =1, lim T 0et (en factorisant par n dans le logarithme) :
n

n—+oo n—+oo N
In(n —1 1 n(1-1
T Ui ST (n(”)+ ( ")> =0
n—+oo n n—+oo n n
1 1
puisque lim In (1 — ) =0et lim M = () par croissances comparées. Ainsi :
n—+oo n n—+oo n

lim (;vl+1+ln(n—1)>_1
n

n—+oo \ N

Le théoréme des gendarmes nous permet alors de conclure que :

Tn
- —1
n n—+oo

Probléme 2 (étude d’une suite implicite).

Partie A : étude des fonctions P,

Soit n € N*,

1. (a)

Soit x € [0, +oo|. La fonction P, est polynomiale, elle est donc dérivable sur [0, +oo[ et :

2n 2n—1
P(z) =Y (-1)fa"' = > (=1)"'a’  (changement d’indice £ =k — 1)
k=1 £=0
2n—1
= (-2
=0
1—(—x)%



2.

car la somme obtenue est celle des termes d’une suite géométrique de raison —z # 1 (en effet, —z < 0).

Comme de plus (—z)*" = (—1)?"2?" = 2> (puisque 2n est un entier pair), on a bien;

2n_1

Yz € [0, +oo], Pl (x) = poo

(b) Soit x € [0, +00[. Alors x + 1 > 0 donc (d’aprés la question précédente) :

2n

P(z)>0 <= 27" —1>0 <= 2" >1 < z>1

1
par stricte croissance de la fonction ¢ — ¢2n sur [0, +oo[. Donc :

la fonction P, est strictement croissante sur [1,+o0o[ et, de la méme fagon, elle décroit
strictement sur [0, 1] ; le tableau de variations de P, sur [0, +oo[ est le suivant :
x 0 1 +00
P, - 0 +
0 +00
Pa(1)

(a) Pour tout z € [0, +oo[, on a :

ﬂcth_l x
/ dt:/ P (t)dt

[Pn(t)} = Pa(2) = Pa(0)
Or P,(0) = 0 (en effet, pour tout k € N*, on a 0¥ = 0) donc :

Va € [0, +00] P(x)—/wt%_ldt
7+ b n - o t+1

(b) On propose deux méthodes.

*x Premiére méthode : a l'aide d’une étude de fonction

Considérons la fonction f : t — 2" — 1 — nt? + n sur lintervalle [1,+oo[. La fonction f est

dérivable sur [1, +oo] (en tant que fonction polynomiale) et on a :

Vie [1,+00,  f(t) = 2nt> " — 2nt = 2nt(t2"7Y — 1)

Pour tout t € [1,+00[, on a 2nt > 0 (puisque ¢ > 0 et 2n > 0) et t2*~Y —1 >0 (car t > 1 et car
la fonction u — u*™~1 est croissante sur [0, +oo[ puisque 2(n — 1) > 0), ce qui implique que

f'(t) = 0. La fonction f est donc croissante sur [1, +co[. En particulier, on a :
vie Lol () > F()
Ceci démontre I'inégalité proposée puisque f(1) = 0.
*x Deuxiéme méthode : en simplifiant l’inégalité

Sit =1, alors 'inégalité est évidente puisque les deux nombres mis en jeu sont égaux a 0.
Soit maintenant ¢ €]1, +co[. Alors t> — 1 > 0 et 'inégalité & démontrer est équivalente & :

t2n -1 S ) R (t2)n -1
ﬁ =>n solt encore a ﬁ =
2\n __
Le quotient e est la somme des termes d’une suite géométrique de raison t? # 1; plus
exactement :
()" =1 N ok N o
P - () =2t
k=0 k=0

Comme ¢ > 1, on a t2* > 1 pour tout k € [0,n — 1] par croissance de la fonction u — u?k

[0, +o0]. En sommant les inégalités, on a :

n—1 n—1 n—1
Z 2k > Z 1 c’est-a-dire Z 2k >n
k=0 k=0 k=0

L’inégalité annoncée est démontrée.



Finalement :

Vt € [l,+00], t*"—1=n(*—1)

(¢c) Soit x € [1, +oo[. D’aprés la question 2.(a) et la relation de Chasles (pour les intégrales), on a :

Ty2n _ q 1t2n_1 T2n _ 1
Pn(x)—Pn(l):/ dt—/ dt:/ dt
o t+1 o t+1 e

On minore maintenant la derniére intégrale en exploitant l'inégalité de la question 2.(b). Soit ¢ € [1, z].
On sait que t?® —1 > n(t — 1)(t + 1) et donc, en divisant par ¢ + 1 > 0,

t2n -1

Vit e [1,z], o

>n(t—1)

Par croissance de 'intégrale, on a (puisque les bornes d’intégration sont dans le bon sens par hypothése
sur x, & savoir que 1 < x) :

wt2n71 T z t712 v
/ d¢ 2/ n(t—1)dt avec / n(t—1)dt = n( ) = E(513 - 1)?
L t+1 L 1 2 2

Ainsi :

Vz € [1, +o0], Po(z) — P,(1) > = (x —1)?

|3

(d) Comme g > 0 (puisque n € N*), on a lim g(az —1)? = +00. Comme P, (1) est une constante, on
r—+00

a aussi :

lim (Pn(l) + - 1)2) = 400

x—r+00 2

Le théoréme de comparaison et I'inégalité obtenue permettent de conclure que :

3. Pour tout k € N*, on a 0¥ = 0 donc :
Py(0) =0
On sait d’aprés la question 1.(b) que la fonction P, est strictement décroissante sur [0, 1]. Comme 0 < 1,
on a P,(0) > P,(1), c’est-a-dire :
P,(1)<0
4. La fonction P, est continue sur I'intervalle [1, +oo[ (en tant que fonction polynomiale) et elle y est stricte-

ment croissante (d’apreés la question 1.(b)). D’aprés le théoréme de la bijection, la fonction P, réalise une
bijection de [1, +oo[ sur Uintervalle :

Py([L, +oc[) = [Pnu), lim Pn(x)[:[Pn(l),+oo[

r—+00

Comme P, (1) <0, 0on a0 € P,([1, +o0]). Par conséquent :

|1’équation P,(z) = 0 admet une unique solution x,, dans l'intervalle [1, +oo[|

Partie B : étude de la suite implicite (z,)n>1
5. Soit (n,z) € N* x [0, +00[. On a, d’apreés la relation de Chasles (pour les sommes),
2n+2 k Kk 2n k Kk
(=D (=D
Punli) — Py = 3 D SR
k

k=1 =1
(_1)2n+1$2n+1 (_1)2n+2x2n+2

o+l 2
p2ntl 202
=9 i1 Tangg (car2nlestimpair et 2n 4 2 est pair)

2n+1

et donc, en factorisant par x , on a bien :

(—1)kak S 1 x
Yz € [0, +00 Pu(@) =Y _ it [
z € [0, +00]; (z) o 2n+1+2n+2




6. (a)

2 2

Soit (n,x) € N* x ﬁ, +oo |. D’apreés la question précédente, on a :
2n+1

2n+ 2

P, — Py(x) = 2n+2)z* ™ (2 —
#1(w) = Pala) = (20 + 2071 (0=
2 2 2 2
Orz> nt >0donc 22"t > 0et z — nt > 0. De plus, on a 2n + 2 > 0 donc, par produit,

“o2n+1 2n+ 1
P, i1(z) — Py(x) > 0, soit encore P,y1(z) > Ppy(x). Ainsi :

2n + 2
, +00
2n+1

Vn € N*, Vz € { {, Poii(x) =2 Py (x)

Soit 2 € N*. En exploitant 'inégalité obtenue & la question précédente au point = z,, (ce qui est

.. . . . 2n +2
licite puisqu’il est admis dans ’énoncé que x,, > ——), on a :
n

PnJrl (:Cn) 2 Pn<xn)

Or, par définition de x,, on a P, (z,) = 0 donc :

lVneN*,  Poa(wa) >0

Soit n € N*. Par définition de x,11, on sait que Pp,11(z,+1) = 0. L’inégalité obtenue a la question
précédente se réécrit donc P41 (2y) = Pri1(2n41). Or on sait que la fonction P, ;1 est strictement
croissante sur [1,+oo[ (question 1.(b)) et on sait aussi que (2,,7,11) € [1,+00[? (question 4.). Par
conséquent, T, > Tyy1. Ainsi :

la suite (,,)n>1 est décroissante; de plus, celle-ci est minorée par 1 donc elle converge (d’aprés
le théoréme de la limite monotone)

Soit n € N*. D’aprés la question 2.(a), on a :

1,2n
t" —1
P.(1) :/0 dt

t+1
Pour tout ¢ € [0,1], on a 0 < #*® < 1 donc —1 < #?" — 1 < 0 puis (en divisant par ¢t +1 > 0) :
1 2 —1
vt € [0, 1], —— K
[0, 1] t+1 t+1

Par croissance de U'intégrale (les bornes d’intégration sont dans le bon sens : 0 < 1), il vient :

| 'l 1
—/ — dt< P,(1) <0 avec / ——dt = [ln(t—|— 1)} =In(2)
0 0

t+1 t+1 0
Ainsi :
lvneN",  —In(2) < P,(1) <0
Soit n € N*. Comme x,, € [1,+00[, on a d’aprés 'inégalité établie a la question 2.(c) :
Po(an) — Po(1) > g(ozn 1) Cest-a-dire (par définition de z,) g(xn C1)2 <Py (1)

Or —P,(1) € [0,In(2)] d’aprés la question précédente et g(mn —1)? > 0 comme produit de nombres
positifs donc :
21n(2
0< %(xn — 1) <In(2) puis (en multipliant par 2 > 0) 0< (2, —1)2< n(2)

n

Comme la fonction ¢t —> 1/t est croissante sur [0, +o0], on obtient :

21n(2
0< o — 1] < /222
n

On sait que z,, € [1, +oo[ donc x,, — 1 > 0 ce qui implique que |z, — 1| = x,, — 1. Finalement :

21n(2)
vn

Vn € N*, 0<z,—1<

21n(2
Ona lim 0=0ct lim Y222

n——+oo n—+oo \/ﬁ
converge de limite 0. On peut donc conclure que :

= 0 donc, d’aprés le théoréme des gendarmes, la suite (z, —1),>1

|la suite (2, )n>1 est convergente de limite 1




