MPSI 2025/2026 Lycée Mariette

DEVOIR MAISON 5

un corrigé

Exercice 1.

1. On utilise la propriété de la borne supérieure.
x Pour tout z € U, on a |2° — 2z 4 2| € Ry donc A est une partie de R.
* Comme 1 €U, on a :
2=[1"-1+2/€A
Ainsi, A est non vide.

* Soit a € A. Il existe z € U tel que a = |2® — z + 2|. D’aprés 'inégalité triangulaire, on a :
a < |2°| + 2l + |2 = |2 + |2] + 2 =4
car z € U (i.e. |z| =1). On a donc montré que :
Va € A, a<4

Ainsi, A est majorée par 4.

Finalement, A est une partie non vide et majorée de R donc, d’aprés la propriété de la borne supérieure,

| A admet une borne supérieure

2. Soit § € R.
* On a cos(20) = Re(e i29) et, d’aprés la formule de Moivre, on a :
e = (e 10)2 = (cos(0) 4 isin(h))® = cos(0)® — sin(0)? + 2i cos() sin(6)

donc :
cos(20) = cos(0)® — sin(0)® = cos(#)* — (1- cos(9)2) =2cos(h)* — 1

* On a cos(30) = Re(e). Or, d’aprés la formule de Moivre et la formule du binome de Newton, on a :
e™ = (") = (cos(9) + isin(9))®
= cos(0)® + 3i cos(0)” sin(@) — 3 cos(h) sin(h)* — isin(0)*
= (cos(0)” — 3cos(0) sin(0)?) + i (3 cos(6)” sin() — sin(6)?)
Par conséquent :
cos(30) = cos(0)® — 3 cos(#) sin(h)* = cos()* — 3cos()(1— cos(9)2)

Finalement :

Vo € R, cos(20) = 2cos(0)® — 1 et cos(36) = 4cos(0)® — 3 cos(0) |

3. La fonction f est dérivable sur R (fonction polynoéme) et :
Vx € R, fl(x) =122 — 22 — 4 = 2(62° — z — 2)

On en déduit le tableau de signes de variations de f sur R suivant :

1 2
T -0 - = +00

2 3

I'(a) T _ ; N
13 +00
4
2
GY%) 27

On obtient les limites de f en —co et en +oo en factorisant par z®.



4. Soient z € U et § un argument de z. On a donc z = e Ainsi :

22— 242 =P —24+2) (B —2+2) = (631‘0 —e' 4 2) (e3 — e +2) (formule de Moivre)
_ (esw _ eie + 2) (6731'0 _ efz'e + 2)
S 1020 9B o720 L 9ol g =80 o —i0 |y
_ 2(631'9 + 6731'9) _ (e2i0 + ef2i0) _ z(eie + eﬂ'e) +6
= 4 cos(30) — 2 cos(20) — 4cos(0) + 6 (formule d’Euler)
En utilisant maintenant la question 2., on a :
|2° — 24+ 2)* = 4(4 cos(9)® — 3cos(f)) —2(2 cos(6)? — 1) —4cos(f) +6
= 16cos(#)® — 4 cos(#)* — 16 cos(0) + 8
= 4(4cos(0)* — cos(0)® — 4 cos(0) + 2)

Ainsi :

Vz e U, |2° — 2 4 2|* = 4f(cos(h)) (o1t 0 est un argument de z) |

5. Montrons que :
A={2\/f(cos(d)) |6 € R}

Soit a € A. Alors il existe z € U tel que a = |z3 — z+2|. En notant # € R un argument de z, on sait d’aprés
la question précédente qu’on a I'égalité a® = 4f(cos(f)) d’ott 'on tire que a = 21/f(cos(d)). Ceci démontre

I’inclusion :
A C {2/ f(cos(9)) |6 € R}
Soit a € {2+/f(cos(f)) }9 € R}. Alors il existe 6 € R tel que a = 21/f(cos(6)). En posant z = e*® € U, la

question précédente nous donne I'égalité a = |2* — 2z + 2| donc a € A. Ceci démontre I'inclusion :

{2/ f(cos(0)) |0 e R} C A
Par double inclusion, on a 1’égalité annoncée. Par ailleurs, on sait que cos(R) = [—1,1] donc on a également :
A={2Vf(@)|z € [-1,1]} = g([=1,1])

ol g : x — 24/ f(x). D’aprés la question 2., on a le tableau de variations suivant pour la fonction g sur Uintervalle
[—1,1] (les variations de g sont une conséquence de celles de f et de la croissance de la fonction racine carrée sur

R+) :
1 2
T —1 - — 1
2 3
V13 1
’ / \ /
2v2
2 33
donc :

A=g(-11) = [22, Vi)

On en déduit que :

max(A) = sup(A) = V13

Exercice 2.

1. Soit m € N. On distingue deux cas.
*x Premier cas : m est un multiple de n
Il existe alors p € N tel que m = pn. On a d’aprés la formule de Moivre :

n—1 n—1 n—1
k 2ik 2ik
Um,n:E wpn:E elm:E 1 (car e“""P™ =1 car kp € Z)
k=0 k=0 k=0

=n



*x Premier cas : m n’est pas un multiple de n
Pour tout k € [0,n — 1], on a :

whm™ = (wm)k = (e 2“:7r)k

. 2m
Or m n’est pas un multiple de n donc il

2imm

n’est pas un multiple de 27. Par conséquent, e n  # 1. Ainsi :

n = = - (formule de Moivre)
imm 2imm

l—e n l—e n
=0

2imm \ n
n—1 2imm k 1- (e n ) 1— eZi'mﬂ'
. G _
k=0

car ™™ = 1. Finalement * :

n sin|m

vm €N, Om,n = { .
0 sinon

2. (a) Soit z € C. D’apreés la formule du binéme de Newton, on a :
n—1 n—1 n n n n n—1
S _ k no_ n—m km _ n—m km
) 1 ) o

=0m,n

Dans l'intervalle [0, n], les seuls multiples de n sont 0 et n donc :

n—1
— n n n n—m n 0
5(z) = <0>Z Go,n+mz::1 (m>z w—k(n)z Onn

=0

=0

=nz"+n

Ainsi :

|Vz€(C7 S(z):n(z"+1)|

(b) En utilisant la question 3. et la formule de Moivre, on a :
S (eiﬁ) =n(e™ +1)

Or e’™ = —1 donc :

S (ei%) =0

En utilisant I’expression de S sous forme de somme, on a :

T n-l T n n-l T 2ikm \ ™
S (elﬁ) = Z (elﬁ +wk) = (eZE +e n ) (formule de Moivre)

k=0 k=0
n—1

- i(2k+1)7 i(2k—1)7 i(2k—1)7 \ 1"
= Z {e 2n (e 2n  4e  2n )} (angle moitié)
k=0
n=l ikt n
— e % x 2™ cos <M) (formule d’Euler)
= 2n
n

Onals (ei%) =0 et 12" # 0 donc, par intégrité de C, on a bien :

ngl (=1)* cos (W)n =0

k=0

1. Si a et b sont des entiers relatifs, dire que a divise b se note a | b.



