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DEVOIR MAISON 5

un corrigé

Exercice 1.
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1. (a) Soient z,w € C\ {1}. On suppose que h(z) = h(w). Montrons que z = w. On a
(1+2)(1 =w)=(1-2)(1+w). En développant, on obtient :

l-w4+z—zw=1—24+w— 2w i.e. 2z = 2w,

soit encore z = w. Ainsi :

|1’application h est injectivel

(b) Soit z € U\ {1}. Montrons que h(z) € iR. D’aprés les propriétés de la conjugaison, on sait qu'il suffit
de montrer que h(z) = —h(z). Tout d’abord, comme z € U, on a |z| =1, i.e. vV2Z = 1. Ainsi, 2Z =1,

ce qui implique que Z = —. En utilisant les propriétés de la conjugaison, on a alors :
z

— [14z I+z 141
h(z) = =_TE__T% 1eR
(2) (12) =3 1-1 (car 1 € R)

c’est-a-dire h(z) = —h(z). Finalement :

[vzeC, 2eU\{1} = h(z) €R|

(¢) Montrons que h(U\ {1}) = (R en raisonnant par double inclusion.

Soit w € h(U\ {1}). Alors il existe z € U\ {1} tel que w = h(z). D’apreés la question précédente,
on sait que w = h(z) € iR. On a donc 'inclusion A(U \ {1}) C iR.

Soit w € iR. Montrons que w € h(U\ {1}). Soit z € C\ {1}. On résout :

1
te — wll—-2)=142 < w—wz=1+2

w=h(z) <= w=

1—=2
= z(l+w)=w-1
w—1
= 2= ——
1+w

car w # —1 (en effet, w € iR). Il reste & montrer que z € U\ {1}. Tout d’abord, w # 1 car :

Zilzwifli :w717(1+w) -2

1+w 1+w :1+w7é0 (+)

De plus, w € iR donc il existe b € R tel que w = ¢b. On a donc :

o] = ib—1|_lib—1 _ VEDPHE
T 1+ib| 1+ Vixer

i.e. z € U. Finalement, z € U\ {1} et w = h(z) donc w € h(U\ {1}). On a donc bien 'inclusion
iR C h(U\ {1}).

Par double inclusion, on conclut donc que :

[h(U\ {1}) = iR




(d) Soit w € C. On résout I'équation h(z) = w d’inconnue z € C\ {1}. Le calcul mené a la question
précédente nous donne :

hz)=w <= 2z(1+w)=w-1

On distingue alors deux cas :
* Siw = —1, 'égalité h(z) = —1 est équivalente & 0 = —2. On en déduit que —1 n’admet pas
d’antécédent par I'application h dans C\ {1}.
* Siwe C\{-1},alorsw+1#0 et :
w—1
h(z)=w < z2=—
(2) =w =T w

et le calcul (%) montre que z € C\ {1}. Ainsi, w admet un unique antécédent par lapplication

h dans C\ {1}.

On peut donc conclure que :

~ (C\1} — o1 ({1 — o\

I’application h : 1+2 est bijective et (h) : w—1
Z — w i ——

1—=2 14+w

(a) Soient z,y € C. Alors :
lz—y?=@-y)le-y =@-y)(T -7 =2T-27-Ty+y7
=z — (27 +27) + |y’
et on sait que z7 + zy = 2Re(z7y) donc :
vo,y€C,  |r—yl* = |z|* — 2Re(z7) + |y|?
(b) Soit a € D.
1 _
i. Soit z € C\ { - } Par stricte croissance de la fonction carrée sur R, et puisque ||za1||) 1eRy,
a az —
on a:
lpa(2)| <1 = 12 <1 |Z_OL‘Q<1
al? — Ty
7 [az — 1| l[az — 12
= |z—a?<az—1?
car [az — 1|2 > 0. Finalement :
1 2 _ 2
Vz e C\ —( |pa(2)] < <= |z —al” < |az — 1|

1
ii. Soit z € C\ {} On a d’apreés la question 2.(a) :
a

|z —a|* < |az — 1> <= |z|* — 2Re(za) + |a|? < |az|* — 2Re(@z x 1) + |1/?
= |22 +a* < [@a? 2] +1
~—
=lal?
= [2[*(1—|a|*) <1—]af?
— [z <1 (car 1 — |a®> > 0 car a € D)
—= |z| <1
par croissance stricte de la fonction racine carrée sur Ry (et car |z],1 € Ry). Ainsi :
2€ (D) <= pu(z) €D (par définition de I'image réciproque)
= lpa(2) <1
= |z —al* <|az -1 (d’apres la question 2.(b)i.)

= |z| <1 (d’aprés le raisonnement précédent)

On a donc démontré que :




Exercice 2.

1. On raisonne par récurrence.

* Montrons que 1’égalité est vraie pour n =1. On a :

20+ 20| rell4r r 0
= — — _ 1 1
21 5 5 2( +>
7§e e +e
) 0
= Leig X 2cos | =
2 2

d’apres la formule d’Euler (pour le cosinus). Ainsi :

ce qu’il fallait démontrer.

0 L 0
* Soit n € N*. On suppose que z, = re’2" H cos (216) Montrons que :
k=1

0 n+1 9
— retantT i
Zny1 =TE€ HCOS<2k>

k=1

On a:
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Or 6 €]0, ] donc (2,4,...,2”> E}O, 5} . Ainsi :

ce qui implique que :

e () e () () () ()

On en déduit que :

=L cos Q cos Q cos i ei2i" +1
bl = 2 1) on
.0 .0
_ 0 0 0 eI pelTI 6
= rcos 5 cos 1 ...COS on X 5 X €
_ ¢ 4 b 0\ izt
= rcos > cos 1) cos o cos i1 e

d’aprés la formule d’Euler. L’égalité est donc vraie au rang n + 1.

* Par principe de récurrence simple, on peut conclure que :

0 0
Yn € N*, zp, =re'2” Hcos (21!«)
k=1

2. On raisonne & nouveau par récurrence.



0 0
* Montrons que I’égalité est vraie pour n = 1. On sait que 6 €]0, 7] donc 5 € }0, g} . Ainsi, sin (2> # 0.

En utilisant la formule de duplication du sinus, on a :

sin(0) _ 2sin (§)cos (5) _ cos (Z)

2sin (%) B 2 sin (g)
La proposition est donc vraie pour n = 1.
n .
0 sin(6
* Soit n € N*. On suppose que H cos | — | = # Montrons que :
pie 2k 2" sin (%)

jass 0 sin(6)

H cos | o | = oner oy

bt 27 sin (575 )
ﬁcos ﬂ = cos Q cos Q cos i cos i
Pt ok ) 2 4)" on on+1

_ sin(0) o ( 0 )
~on sin( 0 ) 2n+l

o

On a:

par hypothése de récurrence. D’aprés la formule de duplication du sinus, on sait aussi que :
. 0\ 94 0 0
Sin 27 = z81n W COS W

jaz ( 0 ) sin(6)
| I cos| = | = ——F——,
2k on+l1 sin( 0 )

on+1

d’ou :

donc 'égalité est vraie au rang n + 1.

* Par principe de récurrence simple, on peut conclure que :

. - 0\  sin(f)
anNa ICUICOS(%)MM

on

3. (a) Soient f et g les fonctions définies sur R par :

Vo € Ry, f(z) = x — sin(x) et g(z) =z — %3 — sin(x)

* Etude de la fonction f. La fonction f est dérivable sur R, et :
Vo € Ry, f(x) =1—cos(z) 20

puisque —1 < cos(x) < 1. On en déduit le tableau de variation de f suivant sur Ry :

x 0 +00
f(z) 0 +
+00
f ///////
0

Pour trouver la limite de f en +oco, on peut par exemple écrire que pour tout = € Ry, on a
sin(z) < 1donc f(z) 22x—1.0r lim (r—1)=+oodonc lim f(x)= +oo d’aprés le théoréme
de comparaison.

On déduit du tableau de variation de f que :

VreRy,  f(a) >0,

c’est-a-dire :
Vr e Ry, sin(z) < x



x Etude de la fonction g. La fonction g est dérivable sur R, et :

2
V€ Ry, g (x)=1- % — cos(x)

La fonction ¢’ est dérivable sur R, et :
Vo € Ry, g"(z) = —z +sin(z) = —f(z) <0

On en déduit le tableau de variation de g’ et g suivants :

x 0 +00
9" (z) 0 -
0
g/ \
-0
q'(z) 0 -
0
g \
-00

Pour la limite en +oo de ¢’, il suffit encore d’utiliser le théoréme de comparaison et le fait que
pour tout x € R, on ait cos(z) > —1. On déduit du tableau de variations de g que :

Vz € R+a g(ﬂf) < Oa

c’est-a-dire :
3
Vo € Ry, sin(z) > x — 3
On déduit des deux études précédentes que :

3

Ve e Ry, xfggsin(x)gx
(b) D’apres la question 3.(a), on a :
2
x sin(x

Vo € R, 1_E< é)él

2
Or lim (1 — a;) = 1 donc, d’aprés la théoréme des gendarmes, on a :

z—0t
lim sin(x) _
z—0t T
4. D’aprés les questions 1. et 2., on sait que :
b sin(f) ;0
Vn € N*, zn:T,QH (9) ton
n(f) 0
. 0 s .
Or lim — =0 donc, d’apres la question 3.(b), on a :
n—+oo 21
2 X

lim —2 — = lim =1

n—too sin (L)  x—0+ sin(X)

. i 2 . 6 . 0
lim e'2® = lim cos| — | +isin| —
n—+00 n—-+oo n n

= }1—>mo (cos(z) +1i sin(x))

=1

D’autre part :

Finalement,



la suite (zp)nen est convergente de limite r

si

n(6)
0




