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DEVOIR MAISON 4

un corrigé

Exercice 1.

1. La fonction f est dérivable sur R\ {1} comme somme de fonctions qui le sont et :

VLUGR\{l}, f/($):1+ﬁ>0

donc f est strictement croissante sur les intervalles |-o0, 1] et ]1, +o0[.
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On traite la limite en 17 de la méme maniére. On en déduit que :

Les limites en oo sont évidentes car

f(]1,+00[) =R

Déterminons maintenant f~1([1, +oo[). Soit z € R\ {1}. On a :
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Ainsi :
1—-+/5 1 5
f‘l([17+oo[)=[ 2\[,1lu +2\f,+oo[

2. D’aprés l'étude précédente, le nombre 1 € R admet deux antécédents (distincts) par f dans R\ {1}, a
1-V5 145
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savoir

. On en déduit donc que :



| f n’est pas injective (elle n’est donc pas bijective) |

Par contre, d’aprés la question 1., on a f(R\ {1}) = R donc :

|f est surjectivel

3. (a) Soity € R.Ona:
P -dy+8=(y—27+4> (y—2)

donc, par croissance stricte de la fonction racine carrée sur Ry, on a :

\/y2—4y+8>\/(y—2)2 i.e. V2 —4dy+8> |y —2|

Or on sait que? :
ly — 2| = max(y — 2, —(y — 2)) = max(y — 2,2 - y)

On a donc bien :

Yy € R, Vy2—4dy+8>2—y

z2—-y

(b) Posons E =|1, +oo[. Soit y € R. On résout ’équation g(x) = y d’inconnue z € E :

1 r+1)(x—1)—1
g(x):y<:>x+177:y<:>( N )
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=y = 2* - 2=yr—y

2

< " —yr+y—2=0

Le discriminant de cette équation du second degré vaut :

P-4y —2)=y* —4dy+8=(y—22+4>0

donc I’équation admet deux racines réelles, a savoir :

y—Vy -4y +8

y+\y?—4y+8

T = 5 et Ty = 5
D’aprés la question 3.(a), on a :
92— (-2
x+>7y+(2 y)zl et x_<7y (g ):1

car (pour z_), on a également montré que \/y2 —4y+8 < y — 2. Ainsi, x_ ¢ Fet x4 € E. On a
donc montré que y admet un unique antécédent par 'application ¢ dans E, a savoir z. On peut

donc conclure que :

R — 11, +o0]
pour E =]1, +o0|, 'application g est bijective et g=1 : v+ /P — Ay +8
y
2
Remarque : on peut également choisir E =]-o0, 1[. L’application réciproque g~ est alors 'application qui &

y € R associe z_.

Exercice 2.
1. On suppose que g o f est injective. Montrons que f est injective, i.e. que :

Vr,y € E, fle)=fly) = z=y

Solent x,y € E tels que f(z) = f(y). Alors g(f(2)) = g(f(y)), i-e. (g0 f)(x) = (g f)(y). Or Iapplication

g o f est injective donc x = y. Ainsi, f est injective. Finalement :

|si I'application g o f est injective, alors f est injectivel

2. Supposons que I'application g o f soit surjective. Montrons que g : FF — G est surjective, i.e. que :

VzeG, JyeF, gly) ==

Soit z € G. L’application go f : E — G est surjective et z € G donc il existe x € E tel que z = (go f)(z),
i.e. z = g(f(x)). Ainsi, f(z) € F est un antécédent de z par I'application g dans F'. Donc g est surjective.

Finalement :

1. De méme, on a |y — 2| > y — 2, inégalité utile a la question 3.(b) pour justifier que z_ < 1.



|si I’application g o f est surjective, alors g est surjective

3. On raisonne par double implication.

* Si les applications f, g et h sont bijectives, alors on sait d’aprés le cours que les applications composées
go f et hog sont bijectives.

* On suppose que les applications g o f et h o g sont bijectives. En particulier :
— lapplication h o g est injective donc g est injective (d’apreés la question 1.);
— Dapplication g o f est surjective donc g est surjective (d’apres la question 2.).

1 existe et est bijective (d’aprés le cours). A nouveau, comme la

2.

Ainsi, g est bijective. Donc g~
composition de deux applications bijectives est une application bijective, les applications

f=g7to(gof) et h=(hog)og™

sont bijectives. On a démontré que les applications f, g et h sont bijectives.

Finalement :

(go f et hogsont bijectives) <= (f, g et h sont bijectives)

Exercice 3.

On raisonne par double implication.

* Supposons que f soit injective. Montrons que :
VX,Y e Z(E),  f(XNY)=[f(X)NnfY)

Soient X,Y € Z(F). On raisonne par double inclusion.

— OnaXnNYCcXetXNY CY.Done f(XNY) C f(X)et F(XNY) C f(Y), ce qui implique
I'inclusion f(X NY) C f(X)N f(Y).
— Montrons maintenant que f(X)N f(Y) C f(X NY). Soit z € f(X) N f(Y). Alors z € f(X) et
z € f(Y). Par définition de I'image directe d’un ensemble par une application, il existe © € X et
y €Y tels que :
z=flx) et z=f(y)

En particulier, f(x) = f(y) et, comme f est injective, on a I’égalité z = y. Ainsi, x € X NY et comme
z = f(x), on peut conclure que z € f(X NY). On a donc linclusion f(X)N f(Y) C f(XNY).

Finalement, on a bien I’égalité f(X NY) = f(X)N f(Y).

* On suppose que :
VX,Y € Z(E), fF(XNY)=f(X)Nnf(Y)

Mountrons que f est injective. Soient z,y € E tels que f(z) = f(y). Montrons que 2 = y. Considérons les
parties X = {z} et Y = {y} de E. D’aprés notre hypothese, on a :

fXOY)=fX)nfy) ie  f{z}n{y}) = (=) nf{y})

soit encore? :

fRzyn{y}) ={f @)} n{f(y)} = {f(x)}
car on sait que f(z) = f(y). Si x # y, alors :
{z}n{y} =2 etalors f({z}n{y}) =f(2)=2,
ce qui est absurde. Donc = y. On peut donc conclure que f est injective.

Finalement :

(f est injective) <= (VX,Y € Z(E), f(XNY)=f(X)n f())

2. Egalités immédiates en utilisant I’associativité de la composition.
3. En effet, f({z}) = {f@®) |t € {z}} = {f(t) |t =2} = {f(2)} (Vimage d’un singleton par une application est un singleton).



