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Devoir Maison 3
un corrigé

Exercice 1.
Soit n ∈ N \ {0, 1}.

? Calcul de A

Le changement d’indice j = n+ 1− i fournit :

A =

n+1∑
j=1

j2 =
(n+ 1)(n+ 2)(2n+ 3)

6

? Calcul de B

On utilise l’expression conjuguée :

B =

n∑
k=0

√
k + 2−

√
k(√

k + 2 +
√
k
)(√

k + 2−
√
k
) =

n∑
k=0

√
k + 2−

√
k

2

=
1

2

n∑
k=0

(√
k + 2−

√
k
)

=
1

2

(√
n+ 2 +

√
n+ 1−

√
1−
√
0
)

(somme télescopique)

Ainsi :

B =

√
n+ 2 +

√
n+ 1− 1

2

? Calcul de C

On a :

C = 3n
n∑

k=0

(−1)k

3k
= 3n

n∑
k=0

(
−1

3

)k

= 3n ×
1−

(
− 1

3

)n+1

1−
(
− 1

3

) = 3n × 3

4

(
1− (−1)n+1

3n+1

)
Ainsi :

C =
3n+1 − (−1)n+1

4

? Calcul de D

D’après les propriétés du produit, on a :

D =

n

Π
k=1

2k

n

Π
k=1

k2

Or :
n∏

k=1

k2 = 12 × 22 × · · · × n2 = (1× 2× · · · × n)2 = (n !)2

et :
n∏

k=1

2k = 21 × 22 × · · · × 2n = 21+2+···+n = 2
n(n+1)

2

donc :

D =
2
n(n+1)

2

(n !)2

1



? Calcul de E

On a :

E =

n∑
`=2

[
ln(`2)− ln

(
(`− 1)(`+ 1)

)]
=

n∑
`=2

[
2 ln(`)− ln(`− 1)− ln(`+ 1)

]
=

n∑
`=2

[
ln(`)− ln(`− 1)

]
+

n∑
`=2

[
ln(`)− ln(`+ 1)

]
=
(
ln(n)− ln(1)

)
+
(
ln(2)− ln(n+ 1)

)
car les deux dernières sommes sont télescopiques. Ainsi :

E = ln(n)− ln(n+ 1) + ln(2)

? Calcul de F

On a (la somme F est triangulaire) :

F =

n∑
q=1

q∑
p=1

p

q
=

n∑
q=1

1

q

q∑
p=1

p =

n∑
q=1

1

q
× q(q + 1)

2
=

n∑
q=1

q + 1

2

=
1

2

n∑
q=1

q +
1

2

n∑
q=1

1

=
1

2
× n(n+ 1)

2
+

1

2
× n

Ainsi :

F =
n(n+ 3)

4

? Calcul de G

On a :

G =

n∑
j=1

j∑
i=1

(i+ j) =

n∑
j=1

(
j∑

i=1

i+ j

j∑
i=1

1

)
=

n∑
j=1

(
j(j + 1)

2
+ j × j

)

=

n∑
j=1

3j2 + j

2

=
3

2

n∑
j=1

j2 +
1

2

n∑
j=1

j

=
3

2
× n(n+ 1)(2n+ 1)

6
+

1

2
× n(n+ 1)

2

=
n(n+ 1)(2n+ 1) + n(n+ 1)

4

Ainsi :

G =
n(n+ 1)2

2

? Calcul de H

Le changement d’indice q = p− 1 fournit :

H =

n∑
q=0

(
n

q

)
22(q+1)+1 = 8

n∑
q=0

(
n

q

)
4q = 8× (4 + 1)n

d’après la formule du binôme de Newton. Ainsi :

H = 8× 5n

2



Exercice 2.
Soit n ∈ N \ {0, 1}.

1. Soit x ∈ R∗. Comme x 6= 0, on a 1 − x 6= 1 donc, en utilisant la formule donnant la somme des termes
d’une suite géométrique, on a :

n−1∑
p=0

(1− x)p =
1− (1− x)(n−1)+1

1− (1− x)
=

1− (1− x)n

x

Donc :

∀x ∈ R∗,
1− (1− x)n

x
=

n−1∑
p=0

(1− x)p

2. La fonction f étant une fonction polynomiale, elle est dérivable sur R et on a :

∀x ∈ R, f ′(x) =

n∑
k=1

(
n

k

)
(−1)k

k
× kxk−1 =

n∑
k=1

(
n

k

)
(−1)kxk−1 (∗)

Soit x ∈ R. On distingue deux cas.
? Premier cas : x 6= 0

On a :

f ′(x) =
1

x

n∑
k=1

(
n

k

)
(−1)kxk =

1

x

n∑
k=1

(
n

k

)
(−x)k

=
1

x

(
n∑

k=0

(
n

k

)
(−x)k − 1

)

=
1

x
×
(
(−x+ 1)n − 1

)
(formule du binôme de Newton)

=
(1− x)n − 1

x

= −
n−1∑
p=0

(1− x)p

d’après la question 1.
? Deuxième cas : x = 0

Revenons à (∗) et évaluons en 0. Pour tout j ∈ N∗, on sait que 0j = 0 tandis que 00 = 1 donc :

f ′(0) =

n∑
k=1

(
n

k

)
(−1)k0k−1 =

(
n

1

)
× (−1)× 00︸ ︷︷ ︸
−n

+

n∑
k=2

(
n

k

)
(−1)k 0k−1︸︷︷︸

=0︸ ︷︷ ︸
=0

= −n

Par ailleurs :

−
n−1∑
p=0

(1− 0)p = −
n−1∑
p=0

1 = −n = f ′(0)

L’égalité est donc également vraie pour x = 0.
Finalement :

∀x ∈ R, f ′(x) = −
n−1∑
p=0

(1− x)p

3. D’après la question précédente, on a :∫ 1

0

f ′(x) dx =

∫ 1

0

(
−

n−1∑
p=0

(1− x)p

)
dx

Or : ∫ 1

0

f ′(x) dx =
[
f(x)

]1
0
= f(1)− f(0) = f(1) =

n∑
k=1

(
n

k

)
(−1)k

k

3



car f(0) = 0 (puisque pour tout k ∈ J1, nK, on a 0k = 0) et :∫ 1

0

(
−

n−1∑
p=0

(1− x)p

)
dx = −

n−1∑
p=0

∫ 1

0

(1− x)p dx = −
n−1∑
p=0

[
− (1− x)p+1

p+ 1

]1
0

= −
n−1∑
p=0

1

p+ 1

= −
n∑

k=1

1

k

Ainsi :
n∑

k=1

(
n

k

)
(−1)k

k
= −

n∑
k=1

1

k

En multipliant par −1, on obtient bien (puisque : ∀k ∈ J1, nK, (−1)× (−1)k = (−1)k+1) :

n∑
k=1

(
n

k

)
(−1)k+1

k
=

n∑
k=1

1

k

4


