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DEVOIR MAISON 15

un corrigé

Exercice (calcul du déterminant de Cauchy).

1. Par hypothese, il existe ¢,j € [1,n] tels que ¢ # j et a; = a;. On remarque alors que les lignes i et j du
déterminant C,, sont égales. Comme le déterminant est une forme n-linéaire alternée, ce déterminant est
nul. Ainsi :

| si les nombres aq, ..., a, ne sont pas deux a deux distincts, alors C),, =0

2. (a) Le degré de la fraction rationnelle F' est égal & (par définition du degré d’une fraction rationnelle) :

deg(F) = deg (h (b; — X)) —deg (ﬁ(X + ai)>

=1 i=1

= z deg(b; — Z deg(X + a;) (propriétés du degré dans C[X])

n—1 n
=y 1->1
i=1 i=1

Ainsi, deg(F) = —1 < 0 donc la partie entiére de F' est nulle. Comme les poles de F' sont les nombres
complexes —ayq,...,—a, et que tous ces poles sont simples (les nombres a1, ...,a, étant supposés
deux a deux distincts), on déduit du théoréme de décomposition en éléments simples sur C que :

El)‘l;"'aA'VLe(Ca ZX+G

(b) Soit i € [1,n]. En multipliant par X + a; dans la décomposition en éléments simples de la question
2.(a), on a:

SR
(X +a)F X+QZZX—|—ka
k=1 k

i.e. (en explicitant F' et en isolant le sommant d’indice i) :

ku—
=N+ (X +a;)

n

[T +a) Ii?s}
k=1

k#i

3

En évaluant en —a;, on obtient :

1:[ b;ﬁ—al

A= =L

n

[T(ar —a:)

k=1
ki

(¢) On commence par multiplier la ligne L,, de C,, par A, (remarquons que A, # 0 d’aprés 'expression
obtenue & la question précédente et ’hypothése faite sur les nombres a; et b; en début d’exercice) :

1 1 . 1
a1+by ai+bs a1+by
1 1 . 1
1 as+b1 as+bo as+by
C,=—
An
An An . An
an+bi  an+bz an+bn




n—1

On effectue maintenant 'opération élémentaire L,, < L, + Z Ai L; (ce qui ne change pas la valeur

i=1
du déterminant) :

a1+by ar+ba a1+by,
1 1 1
1 az+by az+ba az+by,
Cn = . . 9
>\n : . :
Z aiJerH Z ami’bz E aiJrlbn
1=1 =1 =1
ce qui nous donne bien, par définition de F,
1 1 1
ay+by ai+bs a1+by,
Cp= —
D Vi B 1 1
an—1+b1 an—1+b2 an—1+bn
F(by)  F(b2) F(by)

Or, par définition de F', les nombres by, . ..

,by,_1 sont les racines de F, i.e. :

Vie[lin—1],  F(b) =0
Ainsi :
_1 1 1
a1+b1 a1+bn_1 a1+bn,

. . . .
Cn = An 1 1 1

an—1+b1 an—1+bn_1 an—1+bn

0 0 F(bn)

(d) Soit n € N\ {0,1}.

a sa derniére ligne. On obtient :

On développe le dernier déterminant obtenu (qui est de taille n x n) par rapport

a1+by a1+bz a1+bn_1

) 1 1 1
as+b as+bs az2+bn 1

Cp=— % (=1)"™" xF(b,) x ath :
X (S P (b)
=! 1 1 1
an—1+b1 Gn—1+b2 p—1+bn_1
(n—1)x(n—1)
n—1 n—1
H (ar — an) (bi bn)
== x =1 x Cp1

I b + an) [1®n +ai)

k=1 i=1

n—1 n—1

[ (i —an) (bi —bn)

== x =1 X Chn—1
[T +b)  TI0n+a)
i=1 i=1
Ainsi :
n—1
T ®: = bu)(a: — an)
VneN\{0,1}, C,=-—"" - X Cna
i=1 =1

(e) On raisonne par récurrence.



*x D’une part, C; =

et d’autre part (sachant qu’un produit porté par 'ensemble vide vaut

ai + by
1):
Jj—1
H H — a;)(b; — by)
€oi=1 1
1 1 T a+b Ci
[T T+
i=1j=1
L’égalité est donc vraie au rang n = 1.
* Soit n € N\ {0,1}. On suppose que :
n—17—1
(a; — ai)(bj — b;)
—2 i—
Cn71 =7 n—ll n—1
(@i + b))
i=1 j=1
D’apreés la question 2.(d), on a
n—1
[0 = bu)(ai —an)
Cn = nflz:1 n X Cn 1
<H an+b ><Hal+b )
i=1 i=1
n—1 —1J—
[T (s = bu)(ai = an) H T - oty 1)
= n—11:1 n X = n:— —
<H(an+b1)> (H(a‘l+b71)> H H az+b
i=1 i=1 i=1 j=1

Notons N le numérateur et D le dénominateur de cette fraction. On a :

D = (H(ai + bn)) ﬁ(an +b;) | x 1:[ ﬁ(ai +b;)

i=1 j=1 i=1 j=1
:<Ha1+b >XHH(CL1+I)])
=1 i=1 j=1
—_——

j=n

L’égalité est donc vraie au rang n.

Par principe de récurrence simple, on conclut donc que :

I 11 — e, —b)

j=2i=1

H H(Ch + b])

i=1j=1

Vn € N*, C, =




