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DEVOIR MAISON 14

un corrigé

Lycée Mariette

Soit n un entier naturel non nul.

Partie I

1. D’aprés la formule du bindme de Newton, on a :

Ainsi :

2n

A= ];) (2]:))(’“ 1= (20">X°+ 1 (?)X"’ 1
(

en posant

B= kzzl (?)X’“‘l - @Z)X?”—l 4ot (22”))(2 + (2”) e R[X],

1

on a bien A = X B; de plus, comme =1+#0, le degré de B vaut 2n — 1,
son coefficient dominant est égal a 1 et on a by = 2n

2. Soit z€ C. On a :

k
Pour tout k € [0,2n — 1], on a en posant z; =e”

car v = e

3. On utilise le changement d’indice £ = 2n — k et on obtient :

T
kD)

A(2) =0 <= (z+1)" =1 <= 2+1€Uy,

2k
<~ Jke0,2n—-1], z+1=¢e"2n

km
<— Jke[0,2n—1], z=e"n —1

0T
n —1 (remarquons que zo = 0) :

N N _kr ok km
Zr=¢€2n (e'2n —e 2n | =2¢e 2n sin o

n

. (kr\ G tT
= 2sin o e’ 2n

n
. Ainsi :

les racines de A sont zg = 0 et les nombres complexes z1, ..., 22,1 définis (sous
forme trigonométrique) :

k (k+n)m
vk € [1,2n — 1], z, = 2sin <27T> e’ 2n

n

2n—1 2n—1

Po= 1] sin(W): 11 Sin(ﬂ—h)

2n
{=n+1 l=n+1

2n—1

=[] sin (52)

l=n-+1



On a donc bien :

En utilisant la relation de Chasles pour les produits, on a :

n—1 kn 2n—1 kn
= <H sin (271)) < H sin (271)) =P?
k=1 k=n+1
d’apreés ce qui précéde. On en déduit que @, > 0 (le carré d’un nombre réel étant positif ou nul) puis que

|P,| = v/Qn. Or : .
VEk € [1,n — 1], sin (QZ) >0 (carOgg—”Sw)

donc P, > 0. Finalement, |P,| = P, et donc :

Pn:\/@

4. Le polynéme B est unitaire, de degré 2n — 1 et ses racines complexes (deux a deux distinctes) sont

Z1,...,22n—1 donc on dispose de la factorisation de B dans C[X] suivante :
2n—1
B= ] (X -=)
k=1

* On sait que le coefficient constant by de B vaut 1. On développant le produit ci-dessus, on a également :

2n—1 2n—1 2n—1
by = H (—Zk> = (—I)Qn_l H 2 = — H 2k
k=1 k=1 k=1
Par conséquent :
2n—1
H ZE = -1 (1)
k=1
* Par ailleurs, par définition des nombres complexes z1, ..., 22,1, On & :
2n—1 2n—1
k (kJrn)Tr
H 2k = H {25111(22) e’ 2n }
k=1 k=1
2n—1 2n—1
(k k
— 92n— 1eXP<ZZ +n)m ) H bm( 7T>
k=1
Or:
E k+n)r 1 /2n(2n—1)
ZT =5 (2 +n(2n — 1)) im=(2n — 1)iw
k=1
Ainsi :
2n—1
H 25 = 92n—1 e(2n71)17r Q” _ _22n71Qn (2)
k=1

Les égalités (1) et (2) fournissent les valeurs de @, et P,

1
Qn:W et P, =

)
2

5. Le degré de la fraction rationnelle A est égal & —2n < 0 donc la partie entiére de F' est nulle. Les poles de
F sont tous simples donc, d’aprés le théoréme de décomposition en éléments simples dans C(X), il existe
des nombres complexes Ag, A1, ..., 2,1 tels que :




On sait de plus que :

1 1
k 2n—1 A = =
Vk € [[0, n ]]a k A/(Zk) 27’L(Zk+1)2n_1
- zi+1
- 2n(A(z) + 1)

1
= Zij; (car A(z) =0)

Ainsi, la décomposition en éléments simples de F' dans C[X] est :

B i27171 Zk+1
2n = X — 2z
Partie 11
6. Soit A € C. On considére I’application :
E — FE s s _
hy : { T o g c’est-a-dire hy = Adg.

On résout :

(ha +1dp)?" —Idp = 0 <= (A+1)>"Idp — Idp = 0
PEN ((A+ 1)2n 1) Idp = 6
Lo o1=o.

Justifions I’équivalence (*) en raisonnant par double implication.

* Supposons que ((A+1)?" —1)Idg = 6. Comme E est différent de I’espace nul, il existe un vecteur

z de E différent du vecteur nul. En évaluant en x dans ’égalité précédente, on obtient

((/\ 1) - 1) ldp(z) = 0(z)  Clest-a-dire ((/\ 1) 1):0 ~ 0p,

en notant Og le vecteur nul de E. Or z # 0g donc (A + 1)?" — 1 = 0.
* L’implication réciproque est évidente.
Finalement :

les homothéties vectorielles h) solutions de I’équation sont celles pour lesquelles
le rapport A est racine du polyndéme A, c’est-a-dire telles que

A€ {z|k€[0,2n—1]}.

7. D’aprés la formule du binéme de Newton, on a :

2n

2n
22n = (1 1 2n _
a+r =3 () )
k=0
et (puisque 2n > 0 pour la premiére égalité ci-dessous) :
2n m,
0—(11)2”—Z<k>(1)’€ (4)
k=0
En sommant les égalités, on obtient :
2n M,
2277, 1 + 71 k
> (7)o

Wk € [0, 2n], 14 (—1)’“ _ { 2 si k est pair

0 sinon.



Il reste donc dans la derniére somme :

2n n 2n
2n 2n 2n
2n _ _ o2n—1
w3 () a3 (M) ame S ()
k=0 p=0 p=0
k pair
Comme : ) , ,
Zn 2n Z" 2n Zn 2n
k=0 k=0 k=0
k pair k impair

on en déduit que :

”i( 2n )_ i <2n)_22n_ i”: (2n>
o \2p+1 - o \Fk - oy \F
k impair k pair

_ 22n _ 2271—1

_ 22n

Finalement :

n

2n L/ o
— __ 9o2n—1
Z(%) _I§<2k+1) =2

k=0

. Soit s € .Z(E) une symeétrie vectorielle de E. Comme s et Idg commutent dans .Z(E), on a d’aprés la
formule du binéme de Newton :

n n—1
_ 2n\ o 2n N okt
i (2k>s 2 (2k+1)8

k=0
Or s est une symétrie vectorielle donc s2 = Idg. On en déduit que :

Vk e N, s%F = (sH)F = Idg et P = o5 =5

(s +1dp)*" = (?6 @Z)) Idg + (:ZZ <2k2_’i 1)) s

La question précédente permet de conclure que :

Ainsi :

(S + IdE)Qn — IdE = (22"_1 _ 1) IdE + 2271,—18

On en déduit que :

(s+1dp)?" —Idg =0 < (2" ' - 1)ldg +22" s =0
= s= (2"~ 1)1dg (car 22771 £ ()

L’application s = (2!72" — 1) Idg n’est pas involutive car :
s* = (272" — 1)’ ldp # ldg

puisque (2172" —1)2 #£ 1. Ainsi :

| il n’existe pas de symétrie vectorielle de E solution de 1’équation proposée




Partie III
9. Tout d’abord, il est clair que G C .#5(C). Soit M € .#3(C). On a :

MeG < Ja,beC, M =DM,

O = O
= o O
+
S
_ = O
— O =
O~

1
< da,beC, M=a|0
0

< M =al +bJ,

ouJ =

=
=

1
1 |. Par conséquent :
0

G={al +bJ|a,beC} = Vect(I,J)

Ainsi :

G est un sous-espace vectoriel de .#3(C); une base de cet espace est la famille
(I,J) (cette famille est génératrice de G car G = Vect([, J) et elle est libre car
constituée de deux vecteurs non colinéaires) donc dim(G) = 2.

10. Soit (z,y,2) € E. Comme M est la matrice de u dans la base canonique de F, on a :

(z,y,2) € By <= (u—(a+2b)1dg)((z,y,2)) = (0,0,0)
z 0
= (M—(a+20)]) |y 0
z 0
-2b b b T 0
= b =2 b y| =10
b b =2b z 0
-2 4+ y 4+ z =0
= r - 2y + z =0 (car b # 0)
r + y - 2z =0
= (z,y,2) = (x,z,2),

la résolution du systéme étant immédiate (en utilisant P’algorithme du pivot de Gauss). On en déduit que :
Ey = {z(1,1,1) |z € C} = Vect((1,1,1))

Posons €1 = (1,1, 1). La famille (1) est génératrice de Ey d’aprés 1'égalité précédente et elle est libre car
constituée d’un unique vecteur non nul. Par conséquent, (£1) est une base de F;. Finalement :

|une base de Ej est (e1) ou ey = (1,1, 1)|

11. Soit (z,y,2) € E. On a :

T 0
(2,y,2) EEy <= (M —(a—=0))|y]|=|0
z 0

b b b\ [z 0

<~ (b b b y|l =10

b b b z 0

= r4+y+2=0 (car b # 0)
A (fﬂ,y,Z) = (7y*Z,y,Z)

Ainsi :
= {y(-1,1,0) + 2(—1,0,1) |y, 2 € R} = Vect((—1,1,0),(~1,0,1))

Posons g2 = (—1,1,0) et e3 = (—1,0,1). La derniére égalité obtenue prouve que la (g2,€3) est une famille
génératrice de Ey. Cette famille est de plus libre puisqu’elle est constituée de deux vecteurs non colinéaires.
Par conséquen, (g2,¢3) est une base de Fs. Finalement :



|une base de Fs est (e9,e3) ot ea = (—1,1,0) et e5 = (—1,0, 1)|

12. La famille € = (¢1,¢€2,£3) est une famille de trois vecteurs de l'espace vectoriel E qui est de dimension 3.
Pour montrer que % est une base de F, il suffit donc de montrer que % est une famille libre. Pour tous
a,B,v€R,ona:

a<€1+652+753:(07070) — (a_ﬁ_77a+ﬁ7a+'y):(o7070)

a — f - v =0
— { a + f = 0
« - v =0
V=«
— b =—a«a

La famille € est donc libre. Finalement :

| la famille € = (g1, €2,€3) est une base de E|

13. Par définition de €1, on a :
(u— (a+2b)1dg)(e1) = (0,0,0) c’est-a-dire u(e1) — (a4 2b)e; = (0,0,0),
soit encore u(e1) = (a + 2b)e;. De la méme maniére, on a :
u(ez) = (a — b)eg et u(es) = (a — b)es.

Ainsi, la matrice D de u dans la base € est :

a+2b 0 0
D= 0 a—2b 0
0 0 a—>

14. On sait que & = (e1, ea, e3) est la base canonique de E donc :
e1 = (1,0,0), es = (0,1,0) et es = (0,0,1).
Ainsi :
e1=(L,1,1)=e;+ea+es, ea=(-1,1,00=—e;+es et e3=(—1,0,1) = —ey +e3.

Par conséquent :

1 -1 -1
P=11 1 0
1 0 1

On sait que P! est la matrice des coordonnées des vecteurs e;, es et es3 exprimés dans la base € =
(e1,€2,€3). On remarque que :

1
€1 — €2 — &3 = 3e1 donc e1 = 3(51 — &9 —€3).
Ensuite :
+ L +2 +1 t + L +1 +2
es =¢€ €9 = —¢€ - - e ez =e g3 = —¢ - —£
2 1 2= gf1t 382t e 3 1 3= g1t 382t 53
Finalement :
1
3

plt=|-

Wl
W= Wl W=
W= Wl W=

1
3

15. D’aprés les formules de changement de base, on a 1’égalité :

M = PDP™ .



16.

17.

On a:

(M+I)*" —1=0 < (PDP'+1)" =1.

En remarquant que I = PIP~!, et en utilisant la bilinéarité du produit matriciel, on peut écrire que :

PDP '+ I=PD+I)P!

Une récurrence immeédiate fournit :

Par conséquent :

(M+I)2n

Ainsi :

La matrice :

k

Vk € N, (P(D+DP~ ') =P(D+I)kpPL.

~I1=0 < P(D+D*"P'=1 < P'P(D+1)*"P'P=P'IP
= (D+I1)* =1
— (D+D*™-T=0.

M est solution de () si et seulement si D est solution de (*) |

a+2b+1 0 0
D+1I= 0 a—b+1 0
0 0 a—b+1
est diagonale donc :
(a+2b+1)%" 0 0
(D4 1)* = 0 (a—b+1)%" 0
0 0 (a—b+1)>
Ainsi :
(a+2b+1)2" 0 0 100
(D+D*" - 1=0 — 0 (a—b41)%" 0 =10 1 0
0 0 (a—b+1)%" 0 0 1
= (a+2b+1)*" =1let (a—b+1)" =1
a+2b+1=2z
<~ 3Tk, 0 €[0,2n — 1], { o bil=2
2k + 22y
a=2""
— Ik, Le[0,2n—1], 3
o Pk A
3
2k + 22
a=E""
— Tk Le0,2n—1], k# L et 3
b:Zk*ZE
3
car b est supposé différent de 0. Ainsi :
a+2b 0 0
les matrices D = 0 a—-b 0 solutions de (x) (ou a € R et b € R*)
0 0 a—b
sont celles pour lesquelles :
2k + 22y
o=t -1
Jk, 0 €]0,2n—1], k# L et y_ 2
3

18. Soit (a,b) € R x R*. D’aprés les questions 16. et 17., la matrice M = M, est solutions de (x) si et
seulement sl existe k, ¢ € [0,2n — 1] tels que k # £ et :

2k + 22
a=F=
-z (o)

b_3




Sib=0,alors M = Ma,0=al et :

(M+I1)"—1=0 < ((a+1)*-1)I=0
= (a+1)" =1 (car I #0
— Jkel0,2n—1], a+1=z
— Jke]0,2n—1], a =2z, — 1.

Les valeurs de a et b sont ici celles de (¢) pour ¢ = k. Finalement :

l’ensemble des solutions de (x) est

2 —
{M (z’“g = —1,2’“3 Zf) ’we[[oan—l]]}.




