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DEVOIR MAISON 13

un corrigé

Probléme 1 (série harmonique alternée).

Premiére partie : étude de la suite (I,,)nen

1. Ona:
dg 1
= | Hx_[ln(ux)]o_ln(z)
et :
. 1 1 i
11—/01+xdm—/0 (l—m) dx—[m—ln(l—i—m)]()—l—ln(?)
De plus? :
2
X :X(X+1)—(X+1)—|—1:X_1+ 1
X+1 X+1 X+1
Ainsi :

I = {f—x—!—ln(l—kx)]:—ln@)—

N | =

2. (a) Soit n € N. Par linéarité de l'intégrale, on a :

1 n+1 n 1 _n _
Lﬁl_Lf:/ AN dx:/’zgggﬂdx
0 1+ 1+ 0 1+

n ” —1
Pour tout = € [0,1], on a z 20etx—1<0donew
1+ 1+

Iny1 — I, <0. Ainsi :

< 0. Par positivité de I'intégrale, on a donc

| la suite (In)nen est décroissante |

(b) Pour tout n € N, on a I,, > 0 par positivité de I'intégrale car :

n
xT >0

S U

La suite (I, )nen est donc décroissante et minorée par 0 ; le théoréme de la limite monotone nous permet donc
de conclure que :

| la suite (In)nen est convergente |

1 n n+1 1 nt+171
x x x
In+ Int = dz = "dx =
t it /0<1—|—x+1+1:) v /Om v [n—l—l}o

1
n+1

3. Soitn € N. On a :

donc :

V’ILEN, In+[n+1 =

On sait que la suite (I, )nen est convergente. Notons £ € R sa limite. Alors I, 41 —+> {. De plus 1 "
n—+oo n—+oo
En faisant tendre n vers +oco dans la relation de récurrence précédemment obtenue, on obtient 2¢ = 0, c’est-a-dire

£ =0. Ainsi :

lim I, =0

n—+oo

1. 1l s’agit de décomposer en éléments simples une fraction rationnelle.



4. Soit n € N*. La suite (I¢)¢en est décroissante donc Ir,+1 < I, < In—1 donc :
In + I’n+1 < 2-[77, et -Infl + In > 2-[71

En utilisant ’égalité obtenue a la question 2., ces deux inégalités se réécrivent :

L ocor L ‘est-a-di L !
n e a— c’est-a-dire
n+1 " n—1)+1 2n + 2 2n

N

1 1
—, on déduit du théoréme des gendarmes pour les équivalents que :

C -~
omme 27’L+ 2 n—+oo 2n

1

~ i
" n—+oo 2n

Deuxiéme partie : étude de la suite (A,)n>1

5. (a) On utilise un raisonnement par récurrence.

* On a A; =1 et (en utilisant la question 1.) :
In2)+ (-1)°L=m(2)+ (1 -In(2) =1= 4,

L’égalité est donc vérifiée pour n = 1.

* Soit n € N*. On suppose que A, = In(2) 4 (—1)"*'I,,. Montrons que :
At =In(2) + (=1)"" Ty

On a (en utilisant la relation de Chasles pour les sommes et 'hypothése de récurrence) :

ntl k+1 n k+1 n+2 n+t2
(=1 (=1 (=1 nt1 (=1)
Apy1 = = =In(2 -1 I, + ———
1 ; k ; k + n+1 n(2) +(=1) + n+1
——
=Apn
N . 1
D’aprés la question 3., on a I,, = — I,41 donc :
n+1
1 (_1)n+1
App1=n@2) + (-1)""" ( —— — L1 ) —
=)+ (0 (g - g ) - S5

= 1n(2) — (~1)" L
= In(2) + (=)L

L’égalité est donc vérifiée au rang n + 1.

Par principe de récurrence simple, on peut conclure que :

[¥neN, A, =h@)+ ()"

b) La suite (I,)nen converge vers 0 et la suite ((—1)" est bornée donc (—1)"*'I, ——— 0. La relation
neN +
n—+oo

obtenue a la question précédente entraine que :

| la suite (An)n>1 est convergente de limite In(2) |

6. Soit n € N. Posons :

uw'(z) = " v(z) = 1 _’1_ -
LE"+1 , 1
(x):nJrl v(m):—m

Les fonctions u et v sont de classe ¥ sur [0, 1] donc, par intégration par parties, on a :

’:{mmﬂ/maﬂd

1 1 togntt
- d
2(n+1)+n+1/0 Q+z2 "

Ainsi :

1 1t gt
VneN, I,= d
e 2n+2+n+1/0 1t+a)2




7. Soient n € N et 2 € [0,1]. Tl est clair que (1 +2)? > 1 donc (par décroissance de la fonction inverse sur R%), on a

1 n+1
0 < ———— < 1. Comme z™*! > 0, on obtient 0 < r < 2™t Par (positivité et) croissance de l'intégrale,
(1+ )2 1+ )
on obtient :
1 2l 1 T 1 +1 22 1 1
0< A d < n d N n d — _
\/0 (1+$)2 IE\/OZ' x ou /OJZ x |:n+2:|0 nro
On a donc bien :
1
Vn € N, 0 < Jn <
n-+2

8. Soit n € N*. On utilisant successivement les questions 5.(a) et 6., on a :

An =In(2) + (_1)n+1 1 " 1 Jo) = n(2) + (—1)n*t N (71)n+1J
" 2n + 2 n+1°") 2n + 2 n+1 "
D’aprés la question 7., on a :
_1\n+1
n+1 n+1 (n+1)(n+2) = n?
(_1)7L+1 1 . . .
donc ~——J,, = O|[ — |. Pour conclure, il suffit d’établir que :
n -+ 1 n——+oo n2
(=" (=" 1
= ol =
2n+2 notoo 20 + n? (*)
Or, pour tout n € N*, on a :
1 1| _|2n=(2n+2)| _ 1 <i
2n+2 2n| | 2n(2n+2) | n@2n+2) " n2

car n(2n + 2) = 2n* + 2n > n?. L’estimation (*) est donc démontrée. Finalement, on a bien :

no \k+1 _1\n+1
S E— o ome+ Sl vo ()

k=1

Probléme 2 (d’aprés Concours Commun des Ecoles des Mines 2009).

I — Etude de deux applications

1. Soit P € Ry[X]. Tout d’abord, une composée de polyndmes est un polynéme et une combinaison linéaire de
polynémes est un polynéme donc f(P) € R[X]. De plus, on sait que :

VQ € R[X]\ Ro[X], deg(P o Q) = deg(P) deg(Q)
X +1

sont de degré 1, on a :

oo (3)) - (55)) -

Ainsi (en utilisant encore les propriétés sur le degré) :

deu(r(P) =aeg (P () +7 (357 ) < max s (P (3 ) ) s (7 (557) )

= max(deg(P), deg(P))
= deg(P)
<2 (puisque P € Ro[X])

- X
En particulier, comme 5 et

Ainsi, f(P) € R2[X] et donc :

| f est bien a valeurs dans Ry[X] |

Remarque : on peut aussi expliciter le polynome (il existe a,b,c € R tels que P = a + bX + cX?) et calculer
f(P). On constate alors que P est de degré inférieur ou égal & 2 (on obtient effectivement une combinaison linéaire
del=X" X et X2)7 ce qui répond a la question.



Montrons maintenant que f est linéaire. Soient A € R et P,Q € Rz[X]. On a :

130 =5 [(730)(5) + P00 (557
_ % :P (g) 0 (%) P (%) 20 (%)} (par définition de P + AQ)
() ()b e(2) ()
= f(P) + M\ f(Q)
Ainsi :

| f est linéaire (on a donc f € Z(Rz[X])) |

. Tout d’abord, ¢ est clairement a valeurs dans R. De plus, pour tous A € Ret P,Q € Ry[X], on a :

P(P+2AQ) = (P+2Q)(1) =P(1) + 2Q(1) (par définition de P + \Q)
=¢(P)+20(Q)

donc ¢ est linéaire. Finalement :

| © est une forme linéaire sur Rao[X] |

. Onaf(l):%(l—i—l):lpuis:

C1(X  X+1) X 1 o L[/ X\?, (X +1)°
f(X)_2<2Jr 2 >_2+4 et f(X)_2K2)+ 2)
_l[xr o xt X 1
T2l4 T4 T2

_x L X1

4 4 8

Donc :
1

la matrice de f dans la base A, notée N, est N = | 0
0

S WiE k=
NN P

. La matrice N est inversible (en effet, celle-ci est triangulaire supérieure et ses coefficients diagonaux sont tous non
nuls) donc f est un automorphisme de Ro[X]. Ainsi :

| f est injective et surjective

. Soit P € Ro[X]. Tl existe a,b,c € R tels que P = a4+ bX +cX>. On a:

PeKer(p) < P(1)=0 <= a+b+c=0 < a=-b—c
— P=-b—c+bX +cX?
= P=bX-1)+¢X*-1)
On en déduit que :
Ker(p) = {b(X — 1) + ¢(X* —1)| b,c € R} = Vect(X —1,X* — 1)

La famille (X — 1, X2 — 1) est génératrice de Ker(y) et elle est libre car constituée de deux polynémes de degrés
différents. Ainsi :

| une base de Ker(yp) est (X —1, X% — 1) et dim(Ker(y)) = 2 |

Remarque : la dimension obtenue est en fait immédiate car ¢ est une forme linéaire non nulle (par exemple car
¢(1) =1 # 0); son noyau est donc un hyperplan de Ra[X].

. D’apreés le théoréme du rang (qui s’applique car Ra[X] est de dimension finie), on a :
dim(Im(y)) = dim(R2[X]) — dim(Ker(¢)) = 3 — 2 =1 = dim(R)

Or Im(y) est un sous-espace vectoriel de R donc Im(y) = R. Autrement dit, ¢ est surjective. Par ailleurs,
dim(Ker(y)) = 2 > 0 donc ¢ n’est pas injective. Finalement :

|  est surjective et n’est pas injective |

IT — Calcul des puissances successives d’une matrice

. La famille &’ est composée de trois polyndomes de Rz2[X] de degrés deux & deux distincts donc &’ est une famille
libre de R2[X]. Comme de plus Card(#’) = dim(R2[X]) = 3, on peut conclure que :



10.

11.

12.

P’ est une base de Rz[X] |

La matrice de passage Q de la base % & la base &’ est :

11 1
Q=|[0o —2 -6
0 0 6

Tout d’abord :

| la matrice @ est inversible car elle est une matrice de passage |

On sait que Q! est la matrice de passage de la base %’ a la base 4. Or :

X=f(-2X 4145 et XP= f(6XT6X 1) - J(-2X 1)+
donc : . L L
2 3
ot =lo -5 -
o o 1}

Remarque : on peut aussi répondre a cette question & la main. « Soit | Y | € .#5,1(R). On résout 1'équation

T X T
Qly| =Y | dinconnue |y | € #5:1(R). Etc. »
z Z z
D’aprés les formules de changement de base, on a :
AT W
M=Q 'NQ=|0 -3 -i]lo % i|fo -2 -6],
0o 0 % 0 0 1 00 6
i.e. :
1 0 0
M=]0 3 0
1
0 0 3

On démontre la relation & l'aide d’un raisonnement par récurrence.
* Ona A’ =13 et QM°Q™! = QIQ ' = QQ ! =I5 donc égalité est vérifiée au rang 0.
* Soit n € N. On suppose que A™ = QM"Q~'. D’aprés les formules de changement de base, on a M = Q' AQ
donc (en multipliant & gauche par Q et & droite par Q') on a aussi QMQ ™' = A. Ainsi (en utilisant
lassociativité du produit matriciel) :

AT = A"A=QM"QT'IQMQ ™! = QM IsMQ = QM Q

L’égalité est donc vérifiée au rang n + 1.

Ainsi :
Vn €N, Q’l
1 0
Soit n € N. Comme la matrice M est diagonale, on a M™ = | 0 2—1” . En développant le produit matriciel
0
QM"Q™", il vient :
S P o
n o__ 1 1 1
AT=10 2" 2n T ogn
0 0 L

qn

Soient n € N, a,b,c € R et P = a+bX + cX?. Comme A est la matrice de f dans la base canonique de Ra[X], la
matrice des coordonnées de f™(P) dans la base canonique est :

1 1 1 1 1
a L 3w s—mumteXam) ,»,
n _ 1 1 1
c 1 c

a4 (1 i) bt (3 gl 4 ) e
= (3w —a)e

<
an




Ainsi :

. 1 1 1 1 11 b ¢
f(P)*“(rzwl)”(g‘znﬂ+6X47>C+(27+* 4n>X+4X

13. Soit P € Ro[X]. Tl existe a,b,c € R tels que P = a + bX + c¢X?. D’aprés la question précédente, on a pour tout
entier naturel n :

! 12 #1° b ¢
P(t)dt:/(a+bt+ct2)dt:{at+b—+c§} =atg+3
0

donc on a bien :

VPER[X], L o(f"(P)) = /OlP(t) dt

IIT — Une autre preuve du résultat précédent

14. Soit P € R2[X]. On utilise un raisonnement par récurrence.

(1)1 (D) () -0

donc I’égalité est vraie pour n = 1.

x On a:

2" 1
* Soit n € N*. On suppose que f"(P) = - Z P (X

récurrence, on a :

Py = f(M(P) = 2% Zilf (P <X2—: k))

X X+1
L +k X4,
2 2

0
2’”
1 X +2k X+2k+1
= 2n+1 (Z P( 2n+1 ) Z P( 27z+1 ))

k=0
antl g ontl g
1 X+7 X +/
g | X () X p(5)
/;aoir 4 iln?poair
ontl_g
1 X4/
= 2n+1 Z P ( 2n+1 )
£=0
L’égalité est donc vraie au rang n + 1.
Par principe de récurrence simple, on peut conclure que :
1 X +k
VP € Ry[X], Vn € N, f"( —27 ( )
k=0

15. Soit P € Ry[X]. Par définition de ¢ et d’aprés la question précédente, on a :

S (") - a (57)

k=0 =1

J4
Pour tout m € N*, posons umy, = — E P (—) La suite (t4m)m>1 est une suite de sommes de Riemann de la
m m

fonction ¢t — P(t) qui est continue sur [0, 1] (car polynomiale). Cette suite converge donc de limite / P(t) dt.

Or ((p"(P))n>1 est une suite extraite de (um)m>1, donc cette suite converge également vers / P(t) dt. Ainsi :

VP € Ro[X], lim gp(f"(P)):/OlP(t) dt

—+oo




