MPSI Mariette

DEVOIR MAISON 13

Probléme 1 (série harmonique alternée).

Pour tout entier naturel n non nul, on pose :
n (71)k+1 1 1 (71)n+1
A = _— 1 — = _— e e -
" ; k 573 A

L’objectif de ce probléme est d’obtenir des informations sur la suite (A,),>1. Plus précisément, nous allons
calculer la limite de cette suite puis nous en déterminerons un développement asymptotique a deux termes.

On introduit la suite d’intégrales (I,,),en définie par :

n

1
Vn € N, Inz/ x dx
o 1+x

Premiére partie : étude de la suite (I,)nen

—_

. Calculer les intégrales Iy, I et I5.

o

(a) Etudier les variations de la suite (I,,)nen.
(b) Justifier que la suite (I,,)nen est convergente.
3. Montrer que : .
Vn € N, In+In+1:m
Quelle est la limite de (I,,)nen ?
4. Montrer que : .

~  —

" n—too 20

Deuxiéme partie : étude de la suite (A,)n>1

5. (a) Montrer que :
Vn € N¥, Ap =In(2) + (=)™,

(b) Conclure quant a la limite de la suite (A;,)n>1-

Dans la suite du probléme, on veut préciser cette convergence en calculant un développement asymptotique de
la suite.

6. Justifier que :

1 1 L gntt
VneN, I, + / (x dz
0

T om+2  ntlf, (1+a)2
1 xn—i—l
Pour tout n € N, on pose J, = / 5 dz.
o (1+x)
7. Etablir que :
1
Vn € N, 0< J, <
n+2
8. Conclure que :
n
(_1)k+1 (_1)n+1 1
; k n—s+co n(2) + 2n + n?



Probléme 2 (d’aprés Concours Commun des Ecoles des Mines 2009).

I — Etude de deux applications

On consideére I'espace vectoriel Ro[X] des polynomes a coefficients réels de degré inférieurs ou égaux a 2. On
note % = (1, X, X?) la base canonique de Ry[X]. On définit les deux applications suivantes :

Ry[X] — Ry [X]
Lol (G) ()

{ Ro[X] — R
’ P — P(1)

et :

On rappelle aussi que l'on pose f = Idg,[x], et pour tout n € N*, f" = fo f~1
Montrer que f est un endomorphisme de Rq[X].

Montrer que ¢ € Z(Ry[X], R).

Déterminer la matrice de f dans la base # de Ry[X].

L’application f est-elle injective ? surjective ? Justifier.

Déterminer une base de Ker(y) et sa dimension.

S kW

L’application ¢ est-elle injective ? surjective 7 Justifier.

IT — Calcul des puissances successives d’une matrice

On note I3 la matrice identité de .#5(R) et on considére la matrice :

A=

S O =
O NI =
ISR LI

Enfin, on note %’ la famille de R,[X] définie par :
B =(1,-2X +1,6X* - 6X +1)

7. Justifier que la famille %’ est une base de Ro[X].
8. Ecrire la matrice de passage @Q de la base & vers la base #'.
9. Justifier que @ est inversible et calculer son inverse.
10. Ecrire la matrice M de f dans la base %'.
11. Calculer A™ pour tout entier naturel n. On ezplicitera les neufs coefficients de A™.
12. Pour n € Net P =a+bX + cX? avec (a,b,c) € R3, déterminer f"(P) en fonction de a, b, c.
13. En déduire que :

1
VP € Ry[X], lim <p(f"(p)):/0 P(t) dt

n—+oo

IIT — Une autre preuve du résultat précédent

14. Démontrer que :

2" 1
v 1 X+k
VP € Ro[X], ¥n € N, f"(P) = > P< o >
k=0
15. Retrouver alors le fait que :
1
VP € Ry[X], lim o(f"(P)) = / P(t)dt
n—+oo 0



