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DEVOIR MAISON 11

un corrigé

Exercice 1.
1. On commence par effectuer la division euclidienne de X? par :
(X —1)(X -2)(X —3)=X>—-6X?+11X —6

On obtient :
XP=(X-1)(X-2)(X -3)+6X*-11X +6

Ainsi, la partie entiére! de F vaut 1 et :

b (XD -2)(X -3)+6X° 11X +6 6X2— 11X +6
- (X —1)(X - 2)(X —3) Tt x—9(x -3
notée G

On sait ensuite qu’il existe a, b, ¢ € R tels que :

* En multipliant par X — 1, on obtient :

6X2—11X+67a+bX—1+CX—1
(X -2)(X-3) X-2 "X-3

1
En évaluant en 1, on obtient a = 5

* En multipliant par X — 2, on a :
6X2-11X +6 B X72+b+CXf2
X-D(x-3 ‘X-1 X-3

On évalue ensuite en 2 et on obtient b = —8
2
* En multipliant enfin par X — 3 et en évaluant en 3, on trouve enfin ¢ = Ch

Donc :

1 s, o1
20X -1 X-2 ' 2(X-3)

F=1+

2. Une primitive de f sur R\ {1,2,3} est :

1 -1 27
x — x—i—w—81n(|:1:—2|)+?1n(|33—3|)

_ R\ {1,2,3} — R
f:{
2

Exercice 2.
1. On a P(0) =9 donc :
P—P(0)=X*-6X%+9X? = X?(X?-6X +9)

La factorisation de P — P(0) en produit de facteurs irréductibles dans R[X] est donc :

P — P(0) = X*(X — 3)?

A
1. La partie entiére de F' = B ot (A, B) € RIX] x (R[X] \ {Og[x]}) est le quotient dans la division euclidienne de A par B.



2. On a:

P=(X(X-3)*+9=(X(X-3)*+(3i)> = (X(X —3) — 31)(X(X — 3) + 3d)
= (X? —3X —3i)(X? - 3X + 3i)

Le discriminant du polynéme du second degré P, = X2 —3X —3i vaut 9+12i = (\/5(2 + z))2 Les racines
de P; sont donc :

3 V3. 3 3.
ar=g+VBH et ap=g—V3-

De méme, les racines de P, = X2 — 3X + 3i sont :
3 3 3 3
51254—[—%2‘ et 5225—\/?:—#%2'

Donc la factorisation de P en produit de facteurs irréductibles sur C est :

|P = (X —a)(X —a)(X - B1)(X —52)|

et, en remarquant que 31 = a7 et By = @z, on a (en développant (X — a;)(X — 5;)) :

P=(X?—(2V3+3)X +3V3+6)(X?+(2V3-3)X —3V3 +6)

Exercice 3.

1. En remplagant n par 0 puis par 1, on a :

Py,=XP —Py=X%?-2 puis Ps=XP,—P =X(X?-2-X=X%-3X

2. Tout d’abord :

le degré de Py est nul, son coefficient dominant vaut 2|

Pour tout n € N, notons ¢, le coefficient dominant de P,,. Montrons par récurrence (double) que :
Vn € N, deg(P,)=netc, =1

x Ona P = X et P, = X? — 2 donc deg(Py) = 1, deg(P;) = 2 et ¢; = ¢ = 1. Les propriétés sont
donc vraies aux rangs n € {1,2}.
* Soit n € N*. On suppose que deg(P,,) = n, deg(P,y1) =n+1 et ¢, = ¢pe1 = 1. On a (d’apreés les
propriétés sur le degré) :
deg(X Pp41) = deg(X)+deg(Pry1) = 1+(n+1) = n+2 tandis que deg(—P,) = deg(P,) =n
En particulier, deg(X P,,41) # deg(—P,,) donc :
deg(Ppi2) = deg(X Pyy1 + (—Pp)) = max(deg(X Pyy1),deg(—Py)) = max(n+2,n) =n + 2

De plus, le coefficient dominant ¢, 1o de P,1o est celui de X P,,;1. Or le coefficient dominant de
P,y1 vaut ¢,y1 = 1 donc celui de X P, vaut (d’aprés les considérations sur le degré précédentes)
Cnt+2 = 1. La propriété est donc vraie au rang n + 2.

Par principe de récurrence, on peut conclure que :

|VnEN*, deg(P,) =netc, =1

3. Soit z € C*. On utilise & nouveau une récurrence double.

1
* Comme Py = 2 (polynome constant), on a P (z + ) =2et:
z

1 1

zo+01+12P0<z+>
z z

De plus, P, = X donc :
1 1

P1(z+>=z+:zl+1

z z z

Les égalités sont donc vraies aux rangs n € {0, 1}.



* Soit n € N. On suppose que :

1 1 1 1
P lz+-)=2"4+— et Poji|z4+ =) =2"T+
z Z" z s

En utilisant la relation de récurrence vérifiée par la suite, on a :
1 1 1 1
o)) c+2) o)
z z z z
_ 1 ntl 1 " 1
B (”z) (Z +Zn+1) ) (*” T

1 1 1
_ n+2 - n _n
=z +Zn+z +Zn+2 z om
1
_ . n+2
=z + Zn+2

L’égalité est donc vraie au rang n + 2.

Par principe de récurrence, on peut donc conclure que :

vn eN, Vz e C¥, Pn<z+i>z"+

. Soient n € N et 6§ € R. D’aprés les formules d’Euler, on a :

1
00

2cos(f) = e fe 0 =ei 4

En utilisant 1’égalité obtenue & la question précédente au point z = e € C*, il vient :
, 1 , ,
P, (2cos(8)) = (ezé)” + ey =el yeind

d’apreés la formule de Moivre. En utilisant & nouveau la formule d’Euler pour le cosinus, on obtient :

Vn € N, V0 € R, P, (2cos(f)) = 2cos(nb)

. Soit n € N*. Pour tout § € R, on a :

2cos(nf) =0 <= cos(nh) =0 <— nezg[ﬂ — = [%}

™ 7r .
Pour tout k € [0,n — 1], posons 6 = on + k—. D’aprés la question précédente, on a :
n n

VEk € [0,n — 1], P, (2cos(0x)) = 2cos(nb) =0

De plus :

00:i<01<~~~<9n_1:7r—l<7r
2n 2n

Comme la fonction cosinus est strictement décroissante sur [0, 7], on a :

2co8(0p—1) < -+ < 2cos(f1) < 2cos(by)

On a donc trouvé n racines distinctes du polynéme P,,. Or P, est de degré n donc P, n’admet pas d’autre
racine. Ainsi :

I’ensemble des racines de P, est {2 cos (21 + kz) ‘ ke[0,n— 1ﬂ}
n n

et comme le coefficient dominant de P, est égal & 1, la factorisation cherchée de P, est :

n—1

P, = H (X72cos (% +k%)>

k=0




