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DEVOIR MAISON 11

un corrigé

Exercice 1.

1. On sait que :
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Comme tan(0) = 0, on a par composition :
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* De plus sh(z) = =+ Ty o(xz*) donc :
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1. 11 suffit en effet de développer T u a lordre 2.
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On sait que e = 14+u+ Ly o(u?) et on a Iy + 0(2%) — 0 donc (par composition) :
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Finalement :
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4. On a cos(z) = 1— " +o(x?) et (en utilisant le fait que —z — 0) :
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Exercice 2.
1. (a) Montrons par récurrence que pour tout n € N*| le nombre u,, est bien défini et appartient
aR%.
* Le nombre u; vaut 1 > 0 par hypothése; en particulier, u; est donc bien défini.

* Soit n € N*. On suppose que u,, existe et appartient a R . Alors n+u, > n+1 > 2.
En particulier, n + u, € %, = R donc le nombre u,41 = In(n + u,) est bien défini.
De plus, par croissance de la fonction In sur R* , on a :

In(n + uy) > In(2) >0 i.e. Ups1 >0

La propriété est donc vraie au rang n + 1.

Par principe de récurrence simple, on peut conclure que :

|1a suite u est bien définie et est & valeurs strictement positives

(b) Pour tout n € N\{0, 1}, on a d’aprés la question précédente (et par croissance de la fonction
In sur RY) :
up, =In(n — 14+ up—1) > In(n—1)

Or In(n — 1) ——— +00 donc, d’aprés le théoréme de comparaison, on a :
n—+0oo

lim wu, = +00
n—+oo

2. (a) On procéde a nouveau par récurrence.



* On awu; =1 donc ug =In(1+ u;) =In(2) < In(2 x 1) donc 'inégalité est vérifiée pour
n=2.

* Soit n € N'\ {0,1}. On suppose que u,, < In(2n). Montrons que u,+; < In(2n + 2). On
a (en utilisant I'hypothése de récurrence et la croissance de la fonction In sur R ) :

Unt1 = In(n + uy)
< In(n + In(2n))
= In(n + In(2) + In(n))
< In(2n + 1n(2)) (en utilisant 'inégalité rappelée dans I’énoncé pour z =n €| — 1, +o0)
< In(2n +2)

car In(2) < 1 < 2. L’inégalité est donc vérifiée au rang n + 1.

Par principe de récurrence simple, on peut conclure que :

Vn € N\ {0, 1}, up, < In(2n)

(b) Soit n € N\ {0,1,2}. D’aprés les questions 1.(a) et 2.(a), onan—1<n—1+u,1 <
n — 14 1n(2n — 2). Par croissance de la fonction In sur R’ , on en déduit que :

In(n—1) <u, <In(n—1+1n(2n —2))
e
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Or In <1 — ) —— In(1) = 0 et In <1 - —+ n(2n )> = 0 car, par crois-
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sances comparées,
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En en déduit que :

In(n) + In (1—1> ~ In(n) et  In(m)+In (1—71L+1n(2”_2)> ~ ln(n)

n /) n—+oo n n—+00

D’aprés le théoréme des gendarmes pour les équivalents, on peut conclure que :

. Pour tout n € N\ {0,1}, on a :
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Or up—1 ~ In(n—1) d’aprés la question précédente donc :
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sait de plus que In(1 + u) ~o U donc, par substitution, il vient :
u—

Par croissances comparées, on en déduit que

1 _ 1
up, —In(n) ~ ——+ Dol n(n)
car :
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En effet, on sait que up,—; ~ In(n—1)etona:
n—+oo

In(n) In(n) T ) e

In(n—1) In(n)+In(1- %) In (1 - l)

Finalement :

up —In(n) ~
n—+0oo n

Exercice 3.

1
1. La fonction f : x — Arctan(z) + Arctan ( > est dérivable sur R comme somme et composée
x

de fonctions dérivables et :

1 1 1 1 1
V R* !/ - _ = —
T € Ry, fi(z) 1+x2+< x2>><1_|_(1)2 14+22 1+ 22
X

=0

Ainsi, f est constante sur l'intervalle ]0, +oo] et :

Ve e RY,

f(z)= lim f(t) = g + Arctan(0) = u

t—+o00

Autrement dit :

1
Ve e RY, Arctan (x) + Arctan (a:) = g

2. Pour tout n € N*, on a :

3

/: 1it2 dt = [Arctan(t)}n

n2

3

= Arctan(n®) — Arctan(n?)

1 1
= g — Arctan <n3> — [;r — Arctan <n?>]
R . 1 1
d’apres la question 1. car — >0 et — > 0 et donc :
n
3

L | 1 1
/ ———dt = Arctan | — | — Arctan | —
n2 1+ 12 n? n3

1
Or Arctan(z) = z+o(x) et —w —— 0et — ——— 0 donc :
z—0 n2 n—+oo n3 n—+oo

Arctan ( ! > = i +o0 <1> et Arctan (1) = i +o0 <1>
n2 n—+00 n2 n2 n2 n—+00o n3 n3
1

donc :
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Autrement dit :




