MPSI Mariette

HOMOGRAPHIES DU PLAN
COMPLEXE PRESERVANT U

(facultatif )

On note U le cercle unité du plan complexe, c¢’est-a-dire :

U:{ew!GGR}:{zEC‘M:l}
Soient a, b, ¢,d € C tels que ad —be # 0. On appelle homographie du plan compleze associée a (a, b, c,d)
I’application h qui & tout nombre complexe z tel que cz 4+ d # 0 associe le nombre complexe :

az+b

hiz) = cz+d

L’objectif de ce probléme est de caractériser les homographies h du plan complexe, dont le domaine de
définition contient U, et qui préservent l'ensemble U, c’est-a-dire telles que h(U) C U.
I — Résultats préliminaires

Dans les trois questions suivantes, nous établissons trois résultats techniques qui seront utiles dans la
suite.

1. Etablir que pour tous o, 3 € C, on a :
o+ BI* = |a? + |8 + 2 Re(aB)
2. Soient a,b € C. Montrer que :

(VGGR, a+2Re(be_i9):0> = a=b=0

3. Soient a,b € C tel que |a| = |b|. Justifier qu’il existe 6 € R tel que a = be®.

IT — Etude de deux familles d’homographies

Soient § € R et « € C\ U. On considére les deux applications yp et 1), ¢ d’expressions :

N

po(z) = et Ypa(z) =e? 22
zZ

az+1

4. Préciser les ensembles de définition des applications ¢y et 1) , notés respectivement %y et Ag 4.
Justifier que les ensembles obtenus contiennent U.

5. Montrer que 'application g préserve ’ensemble U et justifier I’égalité pg(U) = U.

6. Montrer que l'application g o, préserve I’ensemble U.

7. Montrer que :

(wQ,OA)_l (U) = Ua

ot (hg.o) "1 (U) désigne 'image réciproque de U par Papplication 1y 4.



8. (a) Justifier que les applications :

¥o © Yo et Tr[}—6‘7—aei9 © T/JG,a

sont bien définies sur les ensembles Z,,, et Ay, = respectivement, puis les calculer.

(b) En déduire que les applications :
o Dy — Dy et Yo,0 1 Do o — A—e,—aei‘)

sont bijectives et déterminer leurs applications réciproques.

(c) En déduire I'image directe de U par I'application 1y o, c’est-a-dire I'ensemble g o (U).

IIT — Caractérisation des homographies conservant U

Nous souhaitons démontrer dans cette partie que les seules homographies qui préservent ’ensemble U
sont celles présentées dans la partie I.

Soient a, b, c,d € C tels que ad — bc # 0 et h 'homographie d’expression :

az+b
Mz) = cz Id
On suppose que h(U) C U.
9. Etablir que :
Vo € R, la|® + |b|? + 2Re(dbe_i0) = |c]> + |d|* + QRG(Ede_w)

10. En déduire les relations |a|? + [b|> = |c|? + |d|? et @b = ed.
11. Conclure quant & I'expression de h si a = 0.
12. On suppose maintenant que a # 0.

(a) Montrer que (|a|* — |c|?)(|al* — |d|?) = 0.

(b) Montrer que |a| # |c|.

(c) Conclure quant a 'expression de I’homographie h.

On a donc démontré que les homographies du plan complexe qui préservent ’ensemble U sont les
applications ¢g et g, ot 0 € Ret v € C\ U.



