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INEGALITE DE HARDY

un corrigé

Partie I : inégalité de Cauchy-Schwarz

Soient n € N* et x1,...,%n,Y1,--.,Yn € R.
1. Ona:
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Comme l'indice de sommation est une variable muette, on peut conclure que :

Z (ziy; — xjyi)Q =2 (Z ffi) <Z yz%) —2 (Z ivkyk>
k=1 k=1

1<i,5<n k=1

2. Pour tous 4,5 € [1,n], on a (x;y; — z;4;)® = 0 et une somme de nombres positifs est un nombre positif

donc : ,
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Autrement dit :
La fonction racine carrée est croissante sur R et pour tout ¢ € R, on a V2 = |t| donc :
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Partie II : inégalité de Hardy
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3. (a) Pour tout k € [1,n], on a:
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Ainsi :
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(b) On a:
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(¢) D’apres la question 3.(a), on a :
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et donc :
. k =1
D <2,
o et an =1 ¥
Soit n € N* et aq,...,a, € RL.
4. Soit k € [1,n]. Les nombres aq, ..., a; étant strictement positifs, on peut écrire que :
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D’aprés U'inégalité de Cauchy-Schwarz (question 2.), on a :
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et donc, par croissance de la fonction carrée sur R,

VEk € [1,n], <k(k2+1)>2< (

5. Soit k € [1,n]. D’aprés la question précédente, on a :
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Les nombres aq, ..., ax sont strictement positifs donc S, > 0. En divisant par — x Sk > 0 dans
I'inégalité ci-dessus, on obtient bien :
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6. Sommons les inégalités obtenues a la question précédente sur les entiers k € [1,n] :
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en utilisant la linéarité de la somme. Finalement :
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7. Soit k € N*. On a :
1 1 2 (k+1)2-k*-2k 1
kK2 (k+1)?2 k(k+1)? a k2(k + 1)2 - k2(k + 1)2
Ainsi :
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8. Soit £ € [1,n]. D’aprés la question précédente, on a :
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donc :
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En multipliant par — > 0, on obtient :
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En sommant ces inégalités sur les entiers £ € [[1,n] puis en multipliant par 4 > 0, on obtient :
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Cette inégalité et celle obtenue a la question 6. impliquent bien que :
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Partie III : optimalité de la constante 2 dans 1’'inégalité de Hardy
9. (a) Soitn e N*.On a:

L
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et on sait que :
Vr € R, e*>14+x

Par produit (les nombres mis en jeu sont positifs), on obtient :
ek > 14+ —
[Tk =T1(1+ )
k=1 k=1

Ainsi :

(b) Pour tout n € N*, on a :
- 1 . .
H 1+ z)=" +1 (produit télescopique)
k=1

Par croissance de la fonction In sur R, on a :
Vn € N*, hp =In(e") > In(n + 1)

Or In(n+1) —+> +0o donc, d’aprés le théoréme de comparaison et 1'inégalité ci-dessus, on a :
n—+oo

h, —— +00
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10. Soit n € N*. Pour tout k € [1,n], on a a, = k > 0 donc, d’aprés 'hypothése faite sur A, on a :
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i.e. :

D) < Ahy, soit encore 22 Pl < A\h
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Le changement d’indice £ = k + 1 fournit :
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La derniére inégalité se réécrit donc :
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2h, — 2+ —— < Ah,
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et donc, en divisant par h,, > 0, on obtient :
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D’aprés la question précédente, on a 2 — — + 2 donc, en faisant tendre n vers +oo dans

hn  (n+1)h, n—o+oo
I’inégalité ci-dessus, on obtient bien que :

| A est supérieur ou égal a 2




