Fiche de TD #25

DETERMINANTS

Groupes symétriques

Exercice 1 1. On pose :

(1 2 3 4
7= 1

56 7\ o ,_ (1234567
2 4 7 356/ " " \1 42765 3

Ecrire les permutations 0 et ¢~ comme des produits de cycles a supports disjoints.
2. Ecrire la permutation :
7=(12)(2465)(137)(254)(3561)(25)(146)

comme un produit de cycles a supports disjoints.
3. Calculer la signature des permutations :

(12345 67
Y=\ 7 216 4 3
ety =(134)(2431)(23).

Exercice 2 Soit n € N*.

1. Pour tout o € S, simplifier o(a; ay ...
deux distincts et p > 2.

1

ap)o— ', ot ai,...,ap € [1,n] sont deux a

2. Montrer que toute permutation de [1,n] est un produit de transpositions de la forme
(14),ouie€[2,n].

Petits déterminants

Exercice 3 Soient a,z € K. Calculer les deux déterminants :

a 1 1 r a a
1.AT=|1 a 1 2.NA0=1la x a
1 1 a a a T

Exercice 4 Soit w une racine cubique de 'unité. Montrer avec un minimum de calculs
que :

1 W w
w 1 w?l=0
w? W 1

Exercice 5 Soit a,b,c € K. Calculer les déterminants suivants (on factorisera les ex-
pressions obtenues) :

0 a b 1 1
1.Ai=la 0 ¢ 2. Ao =]a b ¢
b ¢ O a? b 2
1 1 1 a b c
3.A3=1| a b c 4. Ay = |c b
b+c a+c a+bd c a
01 2 3 1 1 1 1
1 01 2 1 3 3 3
8 =1y 1 0 1 6.26=1; 5 6 ¢
32 10 1 3 6 10
2 1 1 1
1 2 1 1
TAT=11 1 9
1 1 1 2

Gros déterminants

Exercice 6 Calculer le déterminant de la matrice n X n suivante :

(0) 1
A, =
1 (0)
Exercice 7 Soit n € N*. Calculer :
n—1 1
1 n 2
D, =
n—1 1 n
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n
Exercice 8 Pour tout entier naturel n non nul, on pose S,, = Z k. Calculer pour tout
k=0
n € N*, le déterminant :

S1 oo o S1
Sy ... ... So
A, = ~
: . Sn—l Sﬂ,—l
S1 S Sn—1  Sn

Exercice 9 Soient a, b et ¢ trois nombres complexes. On considére la matrice carrée
d’ordre n suivante :

c b b
A=|°

b

a a C

et on note J la matrice carrée de taille n dont tous les coefficients sont égaux a 1.
1. On suppose que a # b.

(a) En effectuant des opérations élémentaires sur les colonnes, montrer que :
x +— det(A +zJ)

est une fonction affine.

(b) En donnant & x deux valeurs bien choisies, calculer det(A+xz.J) pour tout z € C.
Que vaut det(A)?

2. Que vaut det(A) sia=07

Exercice 10 Soient a,z € C. Calculer le déterminant d’ordre n suivant :

T a a
a
Dy(z) =
a
a a x

Exercice 11 Calculer, pour tout z € R et tout n € N*, le déterminant de la matrice :

z 2 ... n 1
1z |
M(n,z)=11 9 . p
Do xz 1
1 2 ... n 1

Exercice 12 Soit pour tout n € N*, on note A,, la matrice carrée de taille n dont le
coefficient en position (4, j) € [1,n]? vaut :

2 sii=17j
-1 sili—jl=1
0 sinon

et on pose D,, = det(4,).
1. Expliciter les matrices Az, A4 et As.
2. Déterminer une relation de récurrence vérifiée par les déterminants D,,.

3. En déduire la valeur de D,, pour tout n € N*.

Déterminants d’endomorphismes

Exercice 13 Soit f 'endomorphisme de Ky[X] défini par :

VP eKo[X], f(P)=P+P

Calculer det(f). Que peut-on en déduire ?

Exercice 14 Soient £ un K-espace vectoriel de dimension n € N* et F et G deux
sous-espaces vectoriels supplémentaires de E. Calculer le déterminant de la projection sur
F parallélement & G et de la symétrie par rapport a F parallélement a G en fonction des
dimensions de F' et G.

Exercice 15 Soient £ un K-espace vectoriel de dimension n € N*.
1. Soit p un projecteur de E. Que vaut det(p)?
2. Soit s une symétrie de E. Que vaut det(s) ?

3. Application : on considére I’endomorphisme ¢ de .#,,(K) qui & une matrice associe
sa transposée. Que vaut det(t) ?
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Exercice 16 Soit A € #5(R). On considére :

a4 AR —  MLR)
A M s  AM
1. Justifier que my € .Z(#2(R)).
2. Montrer que det(m4) = det(A)?2.

3. Généraliser en dimension quelconque.

Exercice 17 Soit n € N*. Pour o € S,,, on définit application :

NG — 1N
Ug
(xlv

.. .,Llin) — (Ia(l), . ,l‘g(n))

1. Montrer que pour tout o € Sy, on a u, € Z(R").
2. Soit 0,7 € S,,. Que vaut u, ou, ?
3. En déduire que pour tout o € 5, u, est un automorphisme de R™ et que :
U S, — GL([R")
o — Uy
est un morphisme de groupes.

4. Calculer det(u,) pour tout o € S,.
Exercice 18 Soit f l'application qui & tout polynome P € R[X] associe le polyndme
P tel que :
5 r+1
vreR,  Pla)= / P(t) dt

1. Soit n € N. Montrer que f induit un endomorphisme f,, de R, [X].

2. Calculer det(f,,) pour tout entier naturel n.

Exercice 19 Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie.

1. On suppose qu’il existe u € Z(E) tel que u? + Idg = 0. Montrer que la dimension
de F est paire.

2. On suppose qu'’il existe u € Z(E) tel que u? + u + Idg = 0. Montrer que dim(FE)
est paire.

Divers

Exercice 20 Soient n € N\ {0,1} et A € GL,,(K). Montrer que :
Com(Com(A)) = det(A4)" %A

Exercice 21 Soit a,b,c € R. On pose :

A:

o o Q
Q0o o
=92 0

1. Calculer AAT.
2. On suppose que a? + b + ¢ = 1. Montrer que | det(A4)| < 1.

Exercice 22 Soit u un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E de dimension finie
n € N*. On se donne une base & de E. Pour tout (x1,...,x,) € E™, on pose :

n
flay,...,z,) = Z d%t(xl, ey T 1, W(TE), Thot 1y e -+ Ty)
k=1 °

Montrer que f = tr(u) detg.
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