Chapitre 32 : Familles sommables MPSI Mariette
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Quelques rappels :

x Dans Ry = [0, +0c], on peut écrire que :
(Vx € Ry, o < +00, +00 + & = +00) et +00 < +00

* Propriété de la borne supérieure : toute partie non vide de R, admet une borne supérieure
dans R (elle appartient & R si la partie est majorée; sinon, elle vaut +00).

* Caractérisation séquentielle de la borne supérieure dans R :
Soient A une partie de Ry et M € Ry. Alors :

Vaec A, a< M
M =sup(A) <~ 3 (an)nen € AV, ay, — i

* Par convention, g u; = 0.
1€ED

Dans tout ce chapitre, I désigne un ensemble non vide quelconque. On note Z¢(I) 'ensemble des
parties de I ayant un nombre fini d’éléments.

Exemple Sil=7Z,ona@ e P(Z),[-10,10] € Z;(Z) mais 2N ¢ F;(Z).

I — Familles sommables de réels positifs
1) Definition

Soit u = (u;)ier € (Ry)! (ie. : Vi€ I, u; € Ry).
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Proposition L’ensemble :

S(u) = {Zui Fe ﬁf(f)}

i€l
admet une borne supérieure dans Ry = [0, +o<].
Démonstration L’ensemble S(u) est une partie de R (méme de R;) qui est non vide d’ou le résultat
d’aprés la propriété de la borne supérieure. |
Définition (somme d’une famille sommable)  La quantité sup(S(u)) est appelée somme de
la famille (u;);er et est notée Z Uu;.

il

Remarques :

* La somme existe toujours et E u; € [0, +00].
el
* Par définition de la borne supérieure, on a :

i€l i€l

Définition (famille sommable positive)  La famille (u;);er est dite sommable si :

ZuiERJr i.€. Zui<+oo

el i€l

Exemple La famille (positive) (x),eq, n’est pas sommable. En effet, pour tout N € N, on a

Fy =[0,N] € Z4(Q4) donc :
Z T > Z r=N+1

z€Q4 z€[0,N]

Ainsi, Z x majore I'ensemble N*, ce qui signifie que Z T = +00.
neQ4 z€Qy

Exemple  Soit = €]0,1[. Montrons que la famille u = (z1),c7 est sommable. Soit F € Z;(Z).

Alors : )
z : : : n
ner neFNN neF\N

—_——
notée Sp notée Ss

Posons M = rnax{\n| ‘n € F} Pour tout n € Z, on a 2™ > 0 donc :

M 1_1‘M+1 1 —1 M .
S < S 2 = < et S < e =Y "a" <
1\2 1—-2 “1—2x 2% Z Z S 1oz
n=0 n=—M n=1
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Ainsi :
1+x

Zl‘ln‘251+52<
1—=x

nelr

On en déduit que 'ensemble S(u) est majoré (et est non vide) donc admet une borne supérieure (finie)
d’aprés la propriété de la borne supérieure. Autrement dit, la famille u est sommable.
De plus, en considérant la famille Fiy = [-N, N] € &¢(Z) pour tout N € N, on a :

N N N
14z — 22N +1 1+z
|| _ [n| _ n n __
doa= =) ety et = T
n=—N n=0 n=1

N—+00
nEFN

Comme xN¥*! ——— 0 (puisque = €]0,1[), on a :

N—+oco
>
N—+oo 1 —2x

neFy

Comme on sait aussi que 1 majore S(u), la caractérisation séquentielle de la borne supérieure nous
—x

Zx‘"‘: Lo
1—=x

ne’l

permet de conclure que :

Proposition (sous-famille d’une famille sommable positive)  Soient (u;)ic; € (Ry)! une
famille sommable et J C I. Alors :

* la famille (u;);cs est sommable;

* on a l'inégalité Z u; < Z U;.

e i€l
Démonstration Posons v’ = (u;)icy et :
S(u) = {Zui Fe ﬂf(f)} et Sk = {Zui Fe @f(J)}

i€l i€F

Comme J C I, pour toute partie finie F' de J, F est aussi une partie finie de I donc Zu; € S(u). On en

i€F
déduit, par définition de la borne supérieure, que :

Zui < sup(S(u)) i.e. Zul < Zuz
i€F i€F i€l
L’ensemble S(u’) est majoré par Zul (qui est un nombre réel par sommabilité de u). Comme sup(S(u')) est

iel
le plus petit majorant de S(u'), on a :

sup(S(u')) < ZuZ i.e. ZUZ < Zui,

iel ieJ i€l
d’ou le résultat. [
Proposition (théoréme de comparaison pour les familles positives) Soient  (u;)ier et
(vi)ier deux familles de réels positifs telles que :

Vi el, U; L V; (*)

Alors (I'inégalité a lieu dans [0, +o0]) :

Zui < Zvi

i€l i€l




Chapitre 32 : Familles sommables MPSI Mariette

Remarque : il n’y a pas besoin d’hypothése de sommabilité des familles.
Démonstration Soit F' € #¢(I). D’aprés (*), on a :
Zui < Zvi < sup(S(v))
i€F i€F
Ceci entraine que sup(S(v)) majore S(u). Par définition de la borne supérieure, il vient :
sup(S(u)) < sup(S(v)) i.e. ZUZ < Zvi,
iel icl

ce qu’il fallait démontrer. [ |

2) Sommabilité et sommes finies, sommabilité vs convergence de série

Proposition (sommabilité et somme d’une famille finie positive) Soit I = {il, e ,in}
un ensemble fini. Toute famille (u;);e; € (Ry)! est sommable et :

n
E U; = E Uy,
k=1

el

Démonstration Soit (u;)ier € (Ry)!. Par positivité de la suite, on a pour tout F' € Z(I) (une partie de
I est finie car I est finie) :

n n
Donc Zu’k € Ry majore S(u) donc u est sommable et sup(S(u)) < Zulk Ce majorant étant atteint pour
k=1 k=1

n n
F=1,o0nasup(S(u)) = Zuik, c’est-a-dire Zul = Zuik. [ |
k=1 iel k=1

Remarque : ouf.

Proposition (sommabilité et convergence de séries a termes positifs)  Soit u = (uy)nen
une suite de réels positifs. Alors :

* la famille (uy,)nen est sommable si et seulement si la série E Uy, CONVErge ;

n=0
* dans tous les cas, on a I’égalité :
+oo
D un =)
neN n=0
+00
oll on a posé Z up = +00 si la famille (u,)pen n'est pas sommable.
n=0
Démonstration * Soient F' € Z¢(N) et N = max(F) € N. Si la série Z u, est convergente, alors par
n=0
positivité de la suite u, on a :
N +oo
IR D 3
nekF n=0 n=0

4



Chapitre 32 : Familles sommables MPSI Mariette

+oo
Comme S(u) est majoré par Z u, € Ry, la famille (u,)nen est sommable et, par définition de la borne

. n=0
supérieure, on a :

+oco
n=0

Pour obtenir 'égalité, il suffit de remarquer que pour Fy = [0, N], on a :

N
Up = (7 u
2 anmzn
n=0

neF N

D’aprés la caractérisation séquentielle de la borne supérieure, on a E Uy = E Ugy -
neN

* Réciproquement, si la série E u,, diverge alors, comme il s’agit d’une série a termes positifs, on a (on
n=0
pose encore Fy = [0, N]) :

+00
1 1
Exemple On a E - = E — = +00 puisque la série harmonique est divergente.
neN* n n=1 n

3) Opérations sur les sommes

Proposition (invariance de la somme par permutation)  Soient u = (u;)ic; € (Ry)! et o :
I — I une bijection. Alors :

Z Ug(s) = Z U; (égalité dans [0, +00])

1€l el

En particulier, la famille (u(,(i))ie 7 est sommable si et seulement si la famille (u;);cr Pest.

Démonstration On pose uy = (Uq(s))icr-
* Soit F' € P¢(I). Alors G = o(F) € Z¢(I) donc (en utilisant le changement d’indice j = o(i), qui est

licite car o est injective) :
Z ua’(z) - Z u] Sup ))
i€EF jeG

par définition de la borne supérieure. Toujours par définition de la borne supérieure, on a :
sup(S(uy)) < sup(S(u)) i.e. Z Ug(i) < Z u;
i€l i€l

* Réciproquement, soient F' € P;(I) et H = o7 (F) € 24(I). En effectuant le changement d’indice
j = o~ 1(i) (licite par bijectivité de o), on a :

Dowi =D Uiy = Y o) < sup(S(u,))
1€F 1€eF JEH

et donc :
sup(S(u)) < sup(S(u,)) i.e. Zuz < Zua(i)a
i€l il
d’ou l'égalité. [ ]
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Remarque : en général, c’est faux pour une famille qui n’est pas positive. Par exemple, on a vu que

1 k—1
la série Z (i est convergente de somme (notons la S) égale a In(2), ce qui s’écrit en extension :
k>1

oty 11 — In(2)
273 175 -

Ici, on ne peut pas modifier l'ordre des termes sans incidence. Par exemple, faisons des paquets de
trois :

(1_1_1)+<1_1_1>+(1_1_1>+.__+< L1 _1)+,__

2 4 3 6 8 5 10 12 2n—1 4n—-2 4n
(1 1 1 1 1 1 1 1
—<2‘4>+<6—8>+<m‘u>+"'+<4n_2‘4n)+

1 1 1 L 1 1 n
T2 2 3 4 77
_5
2
~ In(2)
2
Proposition (combinaison linéaire positive) Soient u = (u;)icr,v = (vi)ier € (Ry) et A €
R,. Alors :
Z (u; + Av;) Zuz + A Z v; (égalité dans [0, +00])
icl iel icl
Démonstration Soit F' € Z¢(I). Par linéarité des sommes finies, on a :
Z (u; + M) = ZulJr)\Zvl sup(S(u)) + Asup(S(v))
S i€F i€F

par définition de la borne supérieure et car A > 0. Ainsi (toujours par définition de la borne supérieure) :

sup(S(u + Av)) < sup(S(u)) + Asup(S(v)) i.e. Z u; + Av;) < Zul +A Z v;

i€l i€l i€l

Ensuite, par la caractérisation séquentielle de la borne supérieure dans [0, +00], il existe des suites de sous-
ensemble finis (F},)nen et (Grn)nen de I tels que :

U; g U; et E v; g V;
Z ¢ n—)+oo ¢ ¢ n—>+<x> !

icF, icl i€G, el

Pour tout n € N, on a F,, C F,, UG, et la famille u est positive donc :

Z%‘g Z Uigzui

i€l i€, UG, i€l

Le théoréme des gendarmes implique que :

> i D u
n—+oo

iEF,UG, iel
De méme :
E Uy ——— E (%
n—+oo
1€EF, UG, iel

On en déduit que :

Z (u; + Av;) — Z (u; + Av;)

n
1€F, UG, el

La caractérisation séquentielle de la borne supérieure permet de conclure quant & I’égalité souhaitée. |
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4) Sommation par paquets

Théoréme (de sommation par paquets positif) Soient u = (u;)icr et (I;)jes une famille de
sous-ensembles deux & deux disjoints de I tels que :

I=| ]
jeJ
Alors :

Z u; = Z Z u; (égalité dans [0, +00])

iel jeJ ici;

Démonstration admis |

Remarque : lorsqu’on utilise ce résultat, on peut faire les calculs directement. La valeur finale obtenue
(un réel positif ou +00) permet de conclure quant & la sommabilité de la famille w.

Exemple * Soit z €]0, 1[. La famille u = (z!"!),,cz est sommable.

Justification. On a Z = (—N*)| |N donc, comme u est positive et d’aprés le théoréme de sommation
par paquets positifs, on a :

+
DT DRI S FE o x—n+§xn
ne(—N*) n=0

neZ n€(—N*) neN

1
= E "™ + T = (théoréme de permutation des termes)
neN* -7
rz+1
= eR,,
1—2 *

ce qu’on avait déja obtenu.

. 1
*x Etudions la sommabilité de la famille v = [ ——
(m +n)3

d € N\ {0,1}, Pensemble Iy = {(m,n) € (N*)?|m +n = d}.

On a bien :
* % N* = |_| I,
d=2

) en considérant, pour tout
(m,n)€(N*)

et la famille u est positive donc, d’aprés le théoréme de sommation par paquets positifs, on a :
> e D S e CRLGL
(m,n)e(N¥)2 (m+ O A (mtn) o d "
donc la famille u est sommable et on vient d’obtenir sa somme.

Le résultat suivant est trés pratique lorsque I s’écrit comme un produit cartésien.

Corollaire (théoréme de Fubini positif) Soient A et B deux ensembles non vides et
(um,n)(mm)eAxB € (R+)AXB. Alors :

2. uma =)L) tma =) ) tmn

(m,n)€EAXB meAneB neEB meA
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Démonstration On remarque que :

I= || (m}xB)=| |(Ax{n})

meA neB
II suffit ensuite d’appliquer le théoréme de sommation par paquets. |
Exemple * Soit = € [0, 1[. Etudions la sommabilité de la famille v = (a:p+q) (pg)eN?” Comme il
s’agit d’une famille de nombres positifs, on a d’aprés le théoréme de Fubini positif :
ST Poret) B ol DO I o Dot
(p,q)EN? peN \ geN peN qeN peN
SR
1-— x
peN
=— Z aP (linéarité positive de la somme)
pEN
1
=—S-€R
(1—az)2 =7
En particulier, la famille u est sommable.
* Calculons la somme S = Z —.Ona:
n= 1
+0o0 +00
S = Z Z Z Z = Z Z — (théoréme de Fubini positif)
nEN* neN*ke[1, n]] k=1n= k
+00
- Z 2x 9k
k=1
=2
+00 +oo
1
* Pour tout p € N\ {0,1}, on pose ((p) = Z —. Calculer la somme T' = Z (((n)—1).On a:
npP
n=1 n=2
+00 400 +00 400
T= Z Z s Z Z o (théoréme de Fubini positif)
n=2 k=2 k=2n=2
- 1.2 1
P k 11—

donc (somme télescopique) on a T = 1.

IT — Familles sommables & valeurs dans C

On généralise ici la notion de famille sommable & une famille & valeurs dans R ou C.

1) Notions de sommabilité
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Définition (famille sommable, cas général)  Une famille (u;)e; € C! est dite sommable si la
famille (|uz|)l cr € (R4) de réels positifs est sommable, c’est-a-dire si :

Z |ui| < +00
icl
On note £}(I) I'ensemble des familles sommables complexes indexées par I i.e. :

> Juil < +oo}

il

51(1) = {(Ui)ieI € (CI

Exemple  Sixz € C est tel que |z| < 1, alors la famille (z/™),cz est sommable. En effet, on a vu

que si y € [0, 1], alors Zx‘”' < +00.
nel

Remarques.
* Pour une famille de réels positifs (u;);e; € (Ry)!, on retrouve la définition premiére de la som-
mabilité (puisque : Vi € I, |u;| = u; dans ce cas).
* Si (u;)ier € C! est sommable et si J est une partie de I, alors la famille (u;);cs est sommable.

En effet, on a vu que si Z |ui| < +o00, alors Z lui| < +00.
i€l i€J
x L’ensemble /1 (N) est celui des séries absolument convergentes (d’aprés le lien établi entre séries
numériques et familles sommables).

inf inf

n2

Exemple Pour tout 0 € R, la famille <
n

) est sommable tandis que ( ) ne l'est pas.
n>1 n>1

Proposition (théoréme de comparaison pour les familles sommables) Soient (u;)ier €
C! et (v;)ier € (Ry)!. On suppose que :

* la famille (v;);er est sommable;
*x Viel, \uz| < ;.

Alors la famille (u;);er est sommable.

Démonstration D’aprés le théoréme de comparaison pour les familles positives, on a :
E ui| < E v;
el el
Comme E v; < +00, Ol & E |u;| < +o0, ce qui signifie que la famille (u;);cr est sommable. [ ]
iel il

i 1
Exemple La famille <SI;1|S|1) ) est sommable car la famille de nombres réels positifs <2|n>
€L €L
I’est et car : " _ "
mez, [ L
’ 2lnl | = 9ln]
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2) Somme d’une famille sommable quelconque
Notation : si z € R, on pose z7 = max(0,z) € R} et 2~ = max(0, —z) € R;. On a alors :
Vo € R, r=a" - ol =2t 427 et < |z

* Si(u)er € R’ est une famille sommable, alors d’aprés le théoréme de comparaison positif, on a :

Z (uz)ir < Z lu;| < +00
iel iel
donc les familles positives (u; )ier et (u; )ier sont sommables.

* Si maintenant (u;);e; € C! une famille sommable. Pour tout i € I, on a |Re(u;)| < |u;| donc,
d’apreés le théoréme de comparaison pour les familles sommables, la famille réelle (Re(u;))ier est
sommable. Il en va de méme pour la famille (Im(w;))er.

Ceci nous permet de définir la somme d’une famille sommable réelle ou complexe.

Définition (somme d’une famille sommable quelconque) *x Si (u;)er € R! est som-
mable, on définit la somme de la famille par :

D=y ul =Y

el el iel

* Si (u;)er € C! est sommable, on pose :

Z Re(uj) +1 Z Im(u;)

jel jeI

Proposition  Soient (u;);e; € £1(I) et € > 0. Alors il existe un sous-ensemble fini F. de I tel que :

YOI S

i€l 1€F.

<e

Démonstration Soit € > 0.

* On se place dans le cas ol (u;);e; € RY. Comme (u;);er est sommable, les familles de réels positifs (u;r)iel
et (u; );er sont sommables. Notons S; € Ret S_ € R leurs sommes respectives. Par définition de la borne
supérieure, il existe deux parties finies F'; et F_ de [ telles que :

(Vie Fy, u; >0) et (Vie F_, u; <0)

et :
4 € _ €
‘Z“i*&gi et Zui*&%
iEFT i€F—
En remplacant Fly et F_ par FF = F, UF_, on a aussi :
€ €
Zui—SJr <§ et Zui—S,gi

i€l

i€EF

10
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et donc, en utilisant 'inégalité triangulaire :

2 ui= D u) = |<5+5—> (Zu?Zu:)‘

i€l i€F ieF i€EF
< E Ui — S+ + E u; — S_
icF, icF_
<e€

* Si (u;)iers est a valeurs complexes, on applique le point précédent aux familles sommables réelles (Re(u;))er

et (Im(u;))ier avec le choix &’ = = >o. u

V2

Proposition  Soient (u;)ier, (vi)icr € £1(I) et A € C. Alors :
* la famille (u; + Av;);er est sommable;

* Z(uﬂ-)\vi) :Zumt)\Zvi.

iel icl icl

Démonstration x Pour tout ¢ € I, on a :
s + Av| < Jus] + [A] v

Par hypothése et par linéarité positive, la famille de réels positifs (|ul| +]Al |Ui|)i ¢ est sommable. D’apres
le théoréme de comparaison pour les familles sommables, la famille (u; + \v;);es est sommable.

* admis |

Corollaire  L’ensemble ¢1(I) est un C-espace vectoriel.

Démonstration C’est une conséquence immédiate de la proposition précédente : £1(I) est un C-sous-espace
vectoriel de C'. |

3) Sommation par paquets

Théoréme (de sommation par paquets général) Soit () ey une famille de sous-ensembles
deux & deux disjoints de I telle que :
I=|]|1

JjeJ
Soit (u;)ier € C! une famille sommable. Alors :

(i) pour tout j € J, la famille (u;);es, est sommable;

(ii) la famille Z u; est sommable.
1€l jed
De plus, on a I'égalité :

Su-3 (T

iel jeJ \i€l;

11
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Démonstration admis |

Corollaire (théoréme de Fubini général)  Soient A et B deux ensembles non vides et
(Um,n)(m,n)eaxB € (C)A*B une famille sommable. Alors :

D2 Uma =)L) tma =) ) tmn

(m,n)€EAXB meAneB neBmeA

En particulier, si (a;)ic; € C! et (by)yer € C!" sont des familles sommables, alors la famille
(aibir)i,inerx est sommable et :

s (5 (5

(i) eI’ icl ier

Remarque : pour appliquer ces deux résultats avec une famille (u;)er € C!, on commence par
appliquer le résultat correspondant pour la famille positive (|u;|)ier. Ceci permettra d’affirmer que la
famille initiale est sommable. On peut ensuite faire les calculs sans modules.

e 2ikm/n

2n

22 Exercice Montrer que la famille v = ( > est sommable et calculer sa
(n,k)€(N*)?

n>k+1
somme notée S.

Solution.

* On étudie la sommabilité de la famille en appliquant le théoréme de Fubini positif. Selon ce théoréme, on
a (les calculs ayant lieu dans [0, +o0]) :

e2ikﬂ'/n 1 too 1 too 1
> YT X mTXlmm X mwmwoleR
(n,k)e(N*)? (n,k)e(N")? k=1 n=k+1
n>k+1 n>k+1

La famille u est donc sommable.

x D’aprés le théoréme de Fubini général, on a maintenant :
eQikTr/n +oo 1

ol ;2km 1
5= Y oSSy et
(n,k)e(N*)? n=2 k=1
n=k+1 T

III — Produit de Cauchy

Définition (produit de Cauchy) Soit (Un)neN €t (Un)nen deux suites complexes. On appelle

produit de Cauchy des séries Z U, et Z v, la série Z wy, ol le terme général est défini par :

n>0 n=0 n=>0

n
Vn € N, Wy, = Zukvn—k
k=0

En général, la convergence des séries Zun et Z v, ne garantit pas celle du produit de Cauchy.
n=0 n=0

12
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—1)"
Exemple Pour tout n € N, posons u, = v, = (=1 La série alternée Zun est convergente.

vn+1 "0

Le produit de Cauchy an n’est cependant par convergent car, pour tout n € N, on a :
n=0

nz;)\/ n—k—i—l)

donc :
— /(k+1)( n—k+1) n+1

Donc (wy)nen ne converge pas vers O, d’ou la divergence (grossiére) de la série produit de Cauchy.

=2

|wn| =

Proposition Soit (Un)nen, (Vn)nen € CN telles que les séries Zun et Zvn soient absolument
n=0 n=0

convergentes. Alors le produit de Cauchy an de ces deux séries définit une série absolument
n=0

N () (5

convergente et on a 1’égalité :

Remarque : en extension, cette égalité se réécrit

<UO+U1—i-UQ—i-...)('Uo—i-Ul—l—Ug—i-...): UV —l—(uovl—l—ulvg)—i-(uom—i—ulvl—i—uzvo)—i—...

i+5=0 i+j=1 i+j=2

Démonstration D’aprés le lien entre séries et familles sommables, les familles (uy,)nen €t (Upn)nen sont
sommables. D’aprés le théoréme de Fubini, la famille (u,vq)(p,q)en> est sommable et on a I'égalité :

Z“p qu = Z UpVq

peN geN (p,q)EN?

On applique maintenant le théoréme de sommation par paquets. On écrit :

N=| |, ot L={@pqeN|ptqg=n}
neN

D’aprés ce théoréme on peut écrire (par sommabilité de (uyvy)p,q)en2) que :

)RIRTUED S SIS 3) SURNES) i

(p,q)EN? neN (p,q)eN? n€Np=0 neN
ptg=n
la convergence de la derniére série étant assurée par le méme théoréme. |

En utilisant le produit de Cauchy, on retrouve une propriété bien connue de ’exponentielle complexe.

Corollaire (exp) L’application :

C,+) — (C* x
em{(g) — (©)

est un morphisme de groupes.
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Chapitre 32 : Familles sommables MPSI Mariette

Démonstration Soient z,w € C. On sait que :
+ +
. X w X w”
e’ = E — et e = E —,
n! n!
n=0 n=0

les séries définissant e* et e™ étant absolument convergentes. Le produit de Cauchy de celles-ci est donc une
série (absolument) convergente et on a ’égalité :

+o0o n k n—k +oo n
z W __ z w _ (Z + U)) _ . ztw
e =3 (Ch e ) -2
n=0 \k=0 n=0
en utilisant la formule du bindme de Newton. |

14



	Familles sommables de réels positifs
	Definition
	Sommabilité et sommes finies, sommabilité vs convergence de série
	Opérations sur les sommes
	Sommation par paquets

	Familles sommables à valeurs dans C
	Notions de sommabilité
	Somme d'une famille sommable quelconque
	Sommation par paquets

	Produit de Cauchy

