Chapitre 24 : Intégration sur un segment

MPSI Mariette

INTEGRATION SUR UN SEGMENT
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Le premier objectif de ce chapitre est de définir proprement I'intégrale d’une fonction continue sur un
segment.

I — Notion de continuité uniforme

Dans tout cette section, I désigne un intervalle de R d’intérieur non vide (autrement dit, I est non
vide et non réduit & un point) et on considére une fonction f € RY.
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1) Définition et premiéres propriétés

Définition (uniforme continuité) La fonction f est dite uniformément continue sur I si :
Ve >0, 30. >0, Vo,y eI, |r—y[<d = [f(2) - fY)l<e
Exemple * Pour tout a € R*, la fonction f, : © — ax est uniformément continue sur R.

x La fonction f : x — 22 est uniformément continue sur [0, 1] mais elle ne I'est pas sur R .

€
Démonstration * Soient @ € R* et € > 0. On pose 6. = — > 0. Pour tous z,y € R, si |z — y| < 4.

lal
[fa(z) = fa(y)] = la] x |z —y| <a| x b =€

Donc f, est uniformément continue sur R.

alors :

*x On a:
Ve,y €[0,1],  [f(z) = f(y)] —(w+y)|ﬂc—y| 2|z —y|

Pour ¢ > 0 fixé dans la définition, il suffit donc de choisir § = 5 > 0.

* Par I’absurde, supposons que f soit uniformément continue sur R, . Il existe alors § > 0 tel que :
Ve,y €Ry, o -yl <6 = [f(x) - fy)l <1
Pour tout x € Ry, on a |z — (z+ )] = < ¢ donc :
[f(@) = flz+0)| = [(x+0)* — 2| =202 + 6 < 1

Ceci est absurde car 26z 4+ 62 ——— +00. |

xr—+00

On rappelle que la fonction f est dite continue sur [ si :
Veel Ve>0,36:.,>0, Vyel, lz —y| < = |f(x)— fly)| <e

Quand on dispose d’une fonction uniformément continue sur I, le nombre d. ne dépend pas du point
x choisi (d’ou le terme « uniforme »).

Le lien entre les notions de continuité et d’uniforme continuité est le suivant.

Proposition (continue vs uniformément continue vs lipschitzien)  On a:

(f lipschitzienne sur I) = (f uniformément continue sur I) = (f continue sur I)

Démonstration * On suppose que f est uniformément continue sur I. Montrons que f est continue
sur I. Soient xg € I et ¢ > 0. Par uniforme continuité de f sur I, il existe d. > 0 tel que :

Ve,yel,  lo—yl<d. = [f(z) - fly)l<e
En particulier, comme z¢p € I, on a :
Vyel, |oo—y[<de = [flzo) - fly)[<e

Autrement dit, f est continue au point zy. Ceci étant vrai pour tout g € I, on conclut que f est continue
sur 1.
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* Supposons que f soit lipschitzienne sur I. Il existe alors M € R tel que :
Ve,yel,  |f(z) = f(y)l < Mz —y|
Soit € > 0 et posons J. = % > 0. Soient z,y € I tel que |z — y| < .. Comme M >0, on a :
Mz —y| < Mé. = ¢

et donc :
|f(x) = fy)| < M|z —y| <e

La fonction f est donc uniformément continue sur 1. |

Remarques : les réciproques sont fausses.
* La fonction f: 2 +—— 2 est continue sur R4 mais n’est pas uniformément continue.

* On peut montrer que x — /z est uniformément continue sur Ry mais qu’elle n’est pas lipschit-
zienne.

2) Théoréme de Heine

Les notions de continuité et d’uniforme continuité sont équivalentes si on travaille sur un segment.

Théoréme (de Heine) Toute fonction continue sur un segment y est uniformément continue.

Démonstration (non exigible en MPSI) Soient a,b € R tels que a < b et f :€ R une fonction
continue. Raisonnons par I’absurde en supposant que f n’est pas uniformément continue sur [a, b].

* Par définition de 'uniforme continuité, il existe donc € > 0 tel que :

V6 >0, Fas,ys € [a,b], w5 —ys| < et |f(zs) — flys)] > &

1
En choisissant § = i dans cette assertion, on en déduit que pour tout n € N, il existe x,,y, € [a, b
n

tels que :
1

n+1

|Zn — ynl < et |f(xn) = f(yn)| > ¢
* La suite réelle (z,,)nen est bornée (car a valeurs dans [a, b]) donc elle admet une suite extraite convergente
(d’aprés le théoréme de Bolzano-Weierstrass). Il existe donc une fonction ¢ € NN strictement croissante

et £ € [a,b] tels que () P 2

*x On a:

v N - < <
nec NN, ‘xcp(n) ycp(n)‘ S0(n) +1 n+1

donc :

Vn € N, Tp(n) — T < Yp(n) € Tpn) + n+1

Le théoréme des gendarmes implique donc que y,, ) —— £.
n—-+oo

x Par ailleurs, on sait que :
Vn € N, |f(1'<p(n)) - f(yap(n)” > € (*)

et f est continue au point ¢ (puisqu’elle est continue sur [a,b] et £ € [a,b]). D’aprés la caractérisation
séquentielle de la continuité, on a :

f@om) ——= f(O) et fYpm) — F(O)

n—+oo n—+oo

En faisant tendre n vers +oo dans I'inégalité (x), on obtient |f(¢) — f(£)| = e, c’est-a-dire € < 0, ce qui
est absurde.

Finalement, f est uniformément continue sur [a, b]. [ |
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IT — Intégrale des fonctions en escalier

Dans cette section, a et b désignent deux nombres réels tels que a < b. Nous commencerons par définir
la notion d’intégrale pour une fonction dite en escalier.

1) Notion de subdivision de [a, ]

Définition (subdivision d’un segment) * On appelle subdivision du segment [a, b] toute
famille de points o = (zg,...,2,) de [a,b] (ou n € N) telle que :

a=20 <11 < < Tp1<xp=2>=
* On appelle pas de la subdivision ¢ le nombre réel strictement positif suivant :

(o) == max{x; 41 —z;|i € [0,n — 1]}

Exemple * La famille o = (0, §,1) est une subdivision du segment [0, 1] (son pas vaut p(o) =
2) et o’ = (0,1) en est une autre (on a ici p(o’) = 1).

* Pour tout n € N*, on appelle subdivision réguliére de rang n € N* du segment [a, b], notée o, la

subdivision :
(o+557)
on=|a+k
n kefo,n]
Pour tout k € [0,n — 1], on a :

b— b— b—
a+ (k+1) a—(a—i—k a): a

n

2) Notion de fonction en escalier

La notion de subdivision nous permet de définir celle de fonction en escalier.

Définition (fonction en escalier)  Soit ¢ € Rl

* On dit que ¢ est une fonction en escalier sur [a,b] s’il existe une subdivision o = (zo, ..., )
de [a, b] telle que pour tout i € [0,n — 1], la fonction ¢, . [ soit constante.
On dit alors que la subdivision ¢ est adaptée a la fonction .

* On note &(a,b) 'ensemble des fonctions en escalier sur [a, b].

Exemple  La fonction partie entiére est en escalier sur 'intervalle [—1, 3] et une subdivision adaptée
est 0 = (—1,0,1,2,3).
Remarques :

* On peut vérifier que le triplet (&(a,b), +, ) est un sous-espace vectoriel de RI*%),

x De méme, (&(a,b),+, x) est un sous-anneau de R®?),
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3) Intégrale d’une fonction en escalier

Définition (intégrale d’une fonction en escalier)  Soient ¢ € &(a,b) et 0 = (20, ...,z,) une
subdivision adaptée. Pour tout ¢ € [0,n — 1], on note y; la valeur de la fonction (constante) Pllas, i

On appelle intégrale de ¢ sur le segment [a,b] le nombre réel noté / @ suivant :
[a,b]

n—1
/[ b]SO = Zyi(ﬂﬁiﬂ — ;)

=0

Remarques :

b b
* Cette intégrale se note aussi / © ou / (t) dt.
a a

* Sia=0>,ona / ¢ =0 (la somme est vide).
[a.b]

* Pour montrer que cette définition est cohérente, il faut vérifier que la valeur de 'intégrale ne
dépend pas de la subdivision adaptée & ¢ choisie.

Démonstration * Premiére étape : soit o = (o, ..., ,) une subdivision adaptée a ¢ sur [a, b]. Soit
encore z € [a,b] \ 0. Il existe k € [0,n — 1] tel que 2, < & < 2k41. Pour tout ¢ € [0,n — 1], notons y;
la valeur de la fonction constante ¢}y, z,,,[- Comme zx < T < x)41, les fonctions )y, o[ et Y|z 2, [ SONb
constantes égales a y;. La somme de la définition ci-dessus associée a la subdivision :

/
o = ($07...,Ik,x,$k+1,...71'77,)

est donc égale & (en utilisant la relation de Chasles pour les sommes) :

k-1 n—1 n—1
Y vilmien — @) F oyl — o) +yr(ero —2) + Y i@ — @) = Y yilwin — @)
i=0 i=k+1 =0

Ainsi, la valeur de 'intégrale ne change pas si on ajoute un point & une subdivision adaptée a .

*x Deuxiéme étape : par une récurrence immédiate, on en déduit que la valeur de l'intégrale ne change
pas si on rajoute un nombre fini de points & une subdivision adaptée a ¢.

* Troisiéme étape : si o et ¢’ sont deux subdivisions adaptées a ¢, alors ¥ = ¢ U ¢’ (on interclasse les
points de o et de ¢’ dans l'ordre croissant) est une subdivision adaptée & ¢ contenant tous les points de
o et ¢’. En utilisant deux fois le deuxiéme point, on obtient que les sommes de la définition associées a o
et & o’ sont égales a celle associée a Y. Finalement, I'intégrale de ¢ ne dépend pas de la subdivision o ou
o’ choisie. [ |

Géométriquement, 'intégrale d’une fonction en escalier correspond a 'aire (algébrique) délimitée par

la courbe de f (en ignorant les discontinuités) et I’axe des abscisses.

“%% Exercice  Calculer / [-].
[_174]

Solution. On consideére la subdivision réguliére de rang 5 de V'intervalle [—1,4] :

4 3
/ lz)de =Y i(i+1-i)=-140+1+2+3=5
-1

i=—1

Les propriétés de I'intégrale des fonctions en escalier sont les suivantes.
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Proposition (propriétés de ’intégrale) Soient p,1 € &(a,b) et A € R. Les propriétés de
I'intégrale sont les suivantes.

* Linéarité de l’'intégrale :

/ (s0+/\¢)=/ <P+/\/ ¥

0,0 0.t 0.t

Ve € [a,b], /1¢=/ ¢+/99
wtl Jiad Jie

* Positivité de l’intégrale : si ¢ > 0 sur [a, b], alors / ©=0
a,b]

*x Relation de Chasles :

* Croissance de ’'intégrale : si ¢ < 1 sur [a, b], alors / v < / P
[a,b] [a,b]

/ wfg/ o]
[a,b] [a,b]

* Inégalité triangulaire : on a |¢| € &(a,b) et

Démonstration Considérons une subdivision o = (zg, z1,...,2,) (Ol a = xg < 21 < -+- < z, = b) de
[a, b] qui soit adaptée aux deux fonctions en escalier ¢ et 1) (une telle subdivision existe : il suffit de réunir une
subdivision adaptée a ¢ avec une subdivision adaptée a 1)).

* Pour tout i € [0,n — 1], notons y; et z; les valeurs prises par les restrictions de ¢ et ¥ & |z;, z;41[. Pour
tout 7 € [0,n — 1], la fonction ¢ 4+ M) est constante sur U'intervalle |x;, z;41[ et prend la valeur y; + Az;.
Donc la fonction ¢ + A est en escalier sur [a, b] et o est une subdivision adaptée a ¢ + Ap. Par définition
de l'intégrale, on a :

[ ™ (0 A0 — )
[a,b]

=0
n—1 n—1
= Yi(Tig1 — i) + A Z zi(Tiy1 — x;) (linéarité de la somme)
i=0 i=0
=/ e+A| ¥
[a,b] la,b]

par définition de I'intégrale de ¢ et .
* Soit ¢ € [a,b]. Solent o1 = (zo,...,%,) une subdivision adaptée a ¢ sur [a,c] et 03 = (Tp,...,Tm) une
subdivision adaptée a ¢ sur [c, b] (en particulier, 29 = a, x,, = ¢ et z,, = b). Alors :

oc=01U0oa = (20, ., Tny-evyTm)

est une subdivision adaptée & ¢ sur [a,b] et (on note encore y; la valeur prise par ¢ sur |z;, z;41[ pour
tout ¢ € [0,m —1]) :

m—1
/ 30_’_/ Zyzxﬁ—l_wz +Zyzxz+1_xz
[a,q] [cvb]

=0

m—

,_.

Yi(Tip1 — ;) (relation de Chasles pour les sommes)
=0

[ -
[a,b]

par définition de 'intégrale de ¢ sur le segment [a, b].
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* Si ¢ > 0 sur [a,b] alors, pour tout ¢ € [0,n — 1], on a y; > 0. Ainsi :

n—1
/ o= i (@it1—2) =0
[a,b] i—
>0 >0
S —
>0

* Supposons que ¢ < 1. Alors la fonction n = ¢ —p est une fonction en escalier (structure d’espace vectoriel
de &(a,b)) qui est de plus positive sur [a,b]. D’aprés le point précédent, on a :

/1720 i.e. /w—/ p=0
[a,b] [a,b] [a,b]

par linéarité de I'intégrale. Le résultat s’ensuit.

* Pour tout ¢ € [0,n — 1], la fonction || est constante égale & |y;| sur 'intervalle |z;, z;11[. Donc |¢| est en
escalier sur [a,b] et o en est une subdivision adaptée. On utilise ensuite I'inégalité triangulaire pour les

sommes :
n—1 n—1 n—1
/ ol =D wilwin —2)| < wilwin —2)| = Y |yl (wi1 — )
[a,b] i=0 =0 =0 T
= / el
[a,b]
par définition de 'intégrale d’une fonction en escalier. |

III — Intégrale de Riemann d’une fonction continue par morceaux

Soient a,b € R tels que a < b.

1) Notion de fonction continue par morceaux

Définition (fonction continue par morceaux)  Soit f € Rl*.

* On dit que f est continue par morceaux sur [a,b] s'il existe une subdivision o = (xq,...,zy)
de [a, b] telle que :

e pour tout ¢ € [0,n — 1], la restriction de f & l'intervalle |z;, x;41[ est continue;

e f admet des limites finies a gauche et & droite aux points x1,...,Tp_1;

e f admet une limite finie & gauche en b et une limite finie & droite en a.
On dit que la subdivision o est adaptée a la fonction f.

* On note €pm([a,b], R) 'ensemble des fonctions continues par morceaux sur [a, b].

Remarques :

* On a les inclusions :
%([a,b],R) C Gpm([a,0,R) et &(a,b) C Gpm([a,b])
* On peut vérifier que le triplet (%pm([a,b]), +, ) est un sous-espace vectoriel de Rleb],

x De méme, (Gpm([a,b]),+, x) est un sous-anneau de RI*?),
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Exemple * La fonction :
Iy [—10,3] — R
' x — x — |z (noté {z})
est continue par morceaux.
* La fonction :
0,1] — R
1
g: - si0<z<1
T — x
0 siz=0
n’est pas continue par morceaux sur [0, 1] car elle g(z) —— +o0.

z—0t

2) Densité de &(a,b) dans Gpm([a,b],R)

Le résultat suivant va nous permettre de définir I'intégrale d’une fonction continue par morceaux.

Théoréme (de densité)  Soit f € @pm([a,b]). Pour tout € > 0, il existe deux fonctions en
escaliers p, 1) € &(a,b) telles que :

* o< F < [ah];
* 0< Y — ¢ <esur[a,bl.
On dit que &(a,b) est dense dans Gpm([a,b]).

Démonstration * Premiére étape : on suppose que f est continue sur [a,b]. Soit € > 0. D’apreés le
théoréme de Heine, f est uniformément continue sur [a, b]. Il existe donc §. > 0 tel que :

Yo,y € la,b], [z —y| <6 = |f(z) - fly)l<e

Comme — a4 = 0, il existe n € N* tel que —a < dc. Considérons alors la subdivision réguliére
n n—+oo
b— b—
Op = (a—|— k a) de rang n de [a,b]. Pour tout & € [0,n], on pose z = a + k~—2 Notons
"/ ke[o,n] n

enfin ¢ et ¢ les fonctions définies sur [a, b] par :

Vi € [0,n — 1], Va € [x;, ziy1], p(r) = min f(x) et Y(xz)= max f(x)

T; KTETi41 T KTETiq1

et encore ¢(b) = (b) = f(b). Les extremum ci-dessus sont bien définis d’apres le théoréme des bornes
atteintes car la fonction f est continu sur les segments [x;, z;1+1]; de plus le minimum est atteint en un
point y; € [x;, x;11] et le maximum est atteint en un point z; € [z;, ;41].
Par construction de ¢ et ¥, on a ¢ < f < % sur [a,b]. Soit © € [a,b]. Il existe ¢ € [0,n — 1] tel que
T; < < xi41. Alors :

0<¢Y(x) —p(r)= max f(z)— min f(z)=f(z)— f(y:)

T STETi41 T; STETi41

Or :

T < Yir 2 L Ti1 donc lyi — 2zi| < |wigr — ] = - < 6e

donc, par uniforme continuité de f :

max  f(z) = min  f(z) = f(z) = f(y) <e

T; KT<Tip1 T; <e<Tit1

L’inégalité est enfin clairement vérifiée pour z = b. Finalement, on a bien 0 < ¢ — ¢ < € sur [a, b].
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* Deuxiéme étape : on traite le cas général. Soient f € %y ([a, b]) dont une subdivision adaptée de [a, b]
est o = (xg,...,Tp). Solent € > 0 et i € [0,n—1]. La fonction f est continue sur |z;, 2,1 et prolongeable
par continuité en z; et en x;41 donc, d’aprés le point précédent, il existe des fonctions en escalier ¢; et
WY; sur [z, x,41] telles que pour tout x € [x;, x;41], on ait :

i(z) < f(z) <Yi(x) et 0<Yi(x) —i(z) <e

On notera @; et ’(Z}l les fonctions qui coincident avec ¢; et 1; respectivement sur ]z;, z;+1[ et qui sont
égales & f(x;) en x; et & f(x;41) en x;41. Considérons enfin les fonctions ¢ et ¢ définies sur [a, b] par :

Vie [[Ovn - 1H> Vo € [‘Ti7$i+1]7 (p(l‘) = 951@3) et w@j) = 151(55)

Par construction, les fonctions ¢ et v sont telles sur ¢ < f <1 et 0 < ¥ — p < € sur [a, b, ce qui achéve
la démonstration. ]

3) Intégrale d’une fonction continue par morceaux

On veut maintenant définir I'intégrale d’une fonction continue par morceaux sur [a,b]. Pour tout
[ € €pm([a,b],R), on considére les deux sous-ensembles de R suivant :

E—(f):{/[‘ b](p (pE@@(a,b), o < fsur [a7b]}

et :
Ey(f) = {/ ¢|p€é&lab), ¢ = fsur [a,b]}
[a,b]
Lemme  Toute fonction continue par morceaux sur [a,b] est bornée sur [a, b].
Démonstration Soit f € Gpm([a,b],R). Considérons une subdivision o = (zo, ..., z,) de [a,b] adaptée & f.

Soit ¢ € [0,n — 1]. La fonction f est continue sur |x;, z;4+1[ et admet une limite finie a droite en z; et une limite
finie & gauche en x;41. Ainsi, fjj;, 4,,,[ est prolongeable en une fonction continue sur le segment [z, 2;41]. Ce
prolongement est alors borné sur [z;, ;1] d’aprés le théoréme des bornes atteintes (c’est donc aussi le cas de
Jhzs@iia])- Soit donc M; € Ry tel que :

Va €|z, i1, |f(2)] < M;
et posons :
M :=max ({Ml |ie[0,n— 1]]} U {|f(:1cl)| |z € [[O,n]]}) eRy
Alors, M est un majorant de |f| sur [a,b] donc f est bornée sur [a, b]. |

Proposition  Soit f € Gpm([a,b],R). Alors :
* E_(f) admet une borne supérieure ;

* E.(f) admet une borne inférieure;
x sup(E_(f)) = inf(E4 (£).

Démonstration * Les deux ensembles E (f) et E_(f) sont des parties non vides de R. En effet, on sait
que f est bornée sur [a,b] d’aprés le lemme précédent donc il existe M € Ry tel que pour tout x € [a, b,
on ait |f(z)| < M. L’ensemble E (f) contient donc M (b — a). En effet, la fonction ¢y : € — M est en
escalier sur [a, b] telle que pp > f et @ =M(b—a). De méme, E_(f) contient —M (b — a).

[a,b]
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* Montrons que ensemble E_(f) est majoré. Soit x € E_(f). Il existe ¢ € &(a,b) tel que ¢ < f sur [a, D]
et x = / . Par définition de M, on a ¢ < f < M sur [a,b] donc (par croissance de 'intégrale pour les
[ab]

fonctions en escalier ¢ et © — M sur [a,b]) :
/ p < M c’est-a-dire < M((-—a)
la,b] la,b]

Ainsi, 'ensemble E_(f) est majorée par M (b — a). On montre de la méme facon que F. (f) est minoré
(par —M (b — a)).
La propriété de la borne supérieure nous donne donc les deux premiers points de la proposition.

* Le méme raisonnement que celui mené au point précédent permet d’obtenir que :

V($,y)€E_(f)XE+(f), xéy
donc sup(E_(f)) <inf(E.(f)). Il reste & démontrer 'autre inégalité. Fixons n € N*. Comme & (a, b) est

dense dans Gpm([a,b], R), il existe ¢, € &(a,b) tels que 'on ait les inégalités suivantes sur [a, b] :

1
p< f<Y et ¢—¢<m

Par croissance et linéarité de l'intégrale pour les fonctions en escaliers, on a :

1
0< / P — / p< —
[a,b] [a,b] n

Or:
/[ BB e /[ o <su(B(f)
donc : )
inf(B4 (/) — sup(E_ (/) < -
Ceci étant vrai pour tout n € N*, on obtient, en faisant tendre n vers +oo, la deuxiéme inégalité. |

On peut désormais définir I'intégrale d’une fonction continue par morceaux sur [a, b].

Définition (intégrale d’une fonction continue par morceaux sur un segment) Soit f €
%pm([a, ], R). On appelle intégrale de f sur le segment [a, b], notée :

e / F o / fo)a,

la quantité sup(E_(f)) (ou inf(E4(f))).

Remarques :

* Soit f € &(a,b). Alors il est clair que sup(E_(f)) = f. Dans ce cas, les deux définitions de
[a,b]
I'intégrale coincident donc.

* Interprétation géométrique : I'intégrale de f € €pm([a,b],R) a été définie (par exemple) comme
/ f=sup(E_(f)). L’idée est donc d’approcher le graphe par une fonction en escalier tout en
[a,b]

restant en-dessous du point de vue des courbes. Cela revient & approcher 'aire sous la courbe
représentative de f, par défaut, par des rectangles.

Définition (valeur moyenne d’une fonction continue par morceaux) Soit f €
%pm([a,b],R) (ici, a < b). On appelle valeur moyenne de f sur le segment [a,b] le nombre
réel suivant :

b
(=50 [ 10
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Remarques.

* Interprétation géométrique : cette valeur moyenne (f) représente la largeur du rectangle de base
b
le segment [a, ] (i.e. de longueur b — a) dont l'aire est égale a / f(t) dt.
a

* Sim et M désignent les minimum et maximum de f sur [a, ], alors on a les inégalités :

m < (f) <M

4) Propriétés de 'intégrale

On étend, pour les fonctions continues par morceaux, les propriétés de l'intégrale vues précédemment
pour les fonctions en escalier.

Proposition (propriétés de I’intégrale pour les fonctions continues par morceaux)
Soient f,g € Gpm([a,b],R) et A € R. On dispose des propriétés suivante.

* Linéarité de l’'intégrale :

/ (f+Ag)=/ il g
[a,b] [a,b] [a,b]

* Relation de Chasles : pour tout ¢ € [a,b], on a f € Gpm([a, c],R) N Epom([c, b],R) et

[ =] s+ 1
[a,b] [a,c] [c,b]

* Positivité de l’intégrale : si f > 0 sur [a, b], alors f=0
[a,b]

* Croissance de ’intégrale : si f < g sur [a, b], alors / f < / g
[a,b] [a,b]

/ 7l < / I
[a,b] [a,b]

Démonstration * Soient A € Ry et n € N*. Par densité des fonctions en escalier sur [a,b] dans
%pm([a, b],R), il existe @1, 2,11, 12 € &(a,b) tels que :

* Inégalité triangulaire : on a |f| € Gpm([a,b],R) et

SRS

1
w1 < f <y, w2 < g < Yo, ¢1—¢1<ﬁ et o — @2 <

Par définition de 'intégrale des fonctions continues par morceaux f, g et f + Ag, on a :

Wi(EL(F+20) = [ (F+r0)< [

la,b] [a,b]

(1 + M) car / (1 + Mz € B4 (f + Ag)

[a,b]

tandis que (puisque A > 0) :
sup(E_ (1) + Aswp(E-@) = [ 74r[ g2 [ pria]
la,b] [a,b] la,b] la,b]

Ensuite, par croissance et linéarité de l'intégrale pour les fonctions en escalier, on a :

/ (f+)\g)—</ f+A g)é/ (¢1+)\1/12)—</ <,01+>\/ @2)
[a,b] [a,b] [a,b] [a,b] la,b] [a,b]

=/ (¢1—901)+)\/ (2 — p2)
[a,b] [a,b]

A+1

<b-a)

11
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De la méme maniére :

/ (f—i—)\g)—(/ f+A 9)2/ (<Pl+>\502)—</ Y1+ A ¢2>
[a,b] [a,b] [a,b] [a,b] [a,b] [a,b]

A+1

<(a-h

On obtient le résultat souhaité en faisant tendre n vers +oo. On obtient la méme conclusion si A < 0.
* Le raisonnement est analogue & celui pour la linéarité de l'intégrale.

* La fonction nulle sur [a,b] est une fonction en escalier minorant f (puisque f est & valeurs positives).
Cette fonction appartient donc & E_(f). Ainsi :

f:me(ﬁ)>%m0:0

[a,b]

* Par hypothése, la fonction g — f est continue par morceaux sur [a, b] et elle est & valeurs positives. On a
donc (d’apreés la propriété de positivité de l'intégrale) :

/ (g—f)=0
[a.b]

d’ott 'on tire 'inégalité souhaitée par linéarité de I'intégrale.

* On a f < |f| et —f < |f| donc (par croissance et linéarité de I'intégrale) :

[ e [ s<f s
[a,b] [a,b] [a,b] [a,b]

c’est-a-dire :
[ s g s
[a,b] [a,b] [a,b]
d’ou l'on tire I'inégalité annoncée. |
Proposition (théoréme de nullité de I’intégrale)  Soit f € R (ou ici a < b) une fonction

continue et positive sur [a, b].

* Si f=0.Alors f = Ogfa,.
[a,b]

* Si f # Opla.p), alors / f>0.
[a,b]

Démonstration Le deuxiéme point est la forme contraposée du premier. Montrons le premier point en
raisonnant par ’absurde : on suppose que f =0et que f # Oga.r). Alors il existe ¢ € [a, b] tel que f(c) >0
[a,b]
(puisque f est supposée positive). Par continuité de f au point ¢, il existe a, 8 € [a, b] tels que o < 8, ¢ € [, f]
et f> @ sur le segment [«, 8]. Par positivité puis par croissance de I'intégrale, on a :
c c
[ o= g+ s+ [ 52 T-@-0fdso -
[a,b] [a,e] [, 8] (8.0] [, 8]
N—— N——
>0 >0

ce qui est absurde.

Remarques : ce théoréme est faux si on enléve I'une des deux hypothéses.
* La fonction 17 est discontinue positive sur [0, 1] d’intégrale nulle.

* La fonction identité est d’intégrale nulle sur [—1,1].

12
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a
5) Notation / f
b
Soient a,b € R tels que a < b et f,g9 € €pm([a,b],R). On pose :

[

L’intégrale, dans ce nouveau cadre, vérifie les mémes propriétés mais il faut faire attention aux signes
des inégalités.

* Si f >0 sur [a,b], alors/ f<o.
b

* Si f < gsur [a,b],alors/ f}/g.
b b
* De plus :

a b
i< [
b a
B max(a,f)
[l [
e min(«,)

et, si «, 5 € [a, b], alors :

IV — Intégrales et primitives

Dans toute cette partie, I désigne un intervalle de R d’intérieur non vide et f € RZ.

On rappelle que, si f € R!, alors on appelle primitive de f sur I toute fonction F € P2(1,R) telle que
F'= fsurl.

1) Existence de primitive

Le théoréme fondamental de I’ Analyse, qui fait le lien entre la notion de primitive et le calcul d’intégrale,
assure l'existence de primitives pour une fonction continue sur un intervalle.

Théoréme (fondamental de I’Analyse)  Soit f € €(I,R).

* Soit a € R. La fonction :
I — R
F: v
N / F(t) dt
a
est dérivable sur I de dérivée f.

* La fonction F' est I'unique primitive de f sur I s’annulant en a.

* En particulier, f admet des primitives sur I.

Démonstration *x Tout d’abord, la fonction F' est bien définie car, pour tout x € I, la fonction f est
continue (par morceaux) sur le segment d’extrémités a et .

* Soit zg € I. Montrons que F est dérivable en z( et que F’(zg) = f(z¢). On veut donc montrer que :
F(z) - F

Ve >0, 36. > 0, Vo € T\ {wo}, |o — 0| <6, —> ‘@)(%)
r — X9

ﬂm%e

Soient ¢ > 0 et x € I\ {zo}. Alors :

F(z) = Fao) _ x_lxo (/:f(t) dt—/:of(t) dt> — L [

T — X0 r — X z0

13
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d’aprés la relation de Chasles. Comme f est continue en zg, il existe 6. > 0 tel que :
Vtel, |t —mzo| <o = [f(t) — f(zo)| <e

Pour tout z € I\ {zo} tel que |z — o] < d;, on a alors :

POZI0) e = |2 [ s - s
1 r 1 r
= Iof(t)dt—x_xo/mof(a:o)dt‘
e GO RICOL
1

|f(t) — f(xo)| dt (inégalité triangulaire)

|{L‘ - LL'()| [min(z,z0),max(z,zo)]

1
X edt
|1’ - .’E0| [min(z,z0),max(z,zo)]
=€
F(z)-F
Ceci montre que lim M = f(=o). Autrement dit, F est dérivable au point xy et on a l’égalité
T—To Tr — X

F'(z9) = f(x0). Finalement, la fonction F est dérivable sur I de dérivée f. Remarquons de plus que la
fonction F' s’annule en a.

* Si F et G sont deux primitives de f sur I s’annulant en a. Alors les fonctions F' et G sont dérivables sur
I, de dérivée f. Donc F' — GG est dérivable sur [ et :

(F-GY =f-1=0

Comme [ est un intervalle, la fonction F'—G est constante sur I. Or F(a) = G(a) = 0 donc (F—G)(a) = 0.
On en déduit que F' = G. ]

Corollaire (théoréme fondamental du calcul intégral) Soient a,b € I tels que a < b et f
une fonction continue sur I. Pour toute primitive F' de f sur I, on a I'égalité :

b . b
[ 10y de=Fo) - Pla) " [F0)]
a a
Démonstration La fonction G : ¢ — F(z) — F(a) est une primitive de f sur I qui s’annule en a. Par
unicité de cette primitive, on a d’aprés le théoréme précédent :
vrel, F(z)— F(a) = / £() dt,
d’ou le résultat. [

Conséquences :

* Les primitives de f sont exactement les fonctions de la forme :

erM/ fOdt+C  (on CE€R)
* Si f est une fonction de classe € sur I, alors :

b
Vabel  f0)-fa)= [ o

14
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2) Rappels : quelques méthodes de calcul intégral

On rappelle ici les théorémes d’intégration par partie et de changement de variable. Ceux-ci ont déja
été démontrés.

(a) Intégration par parties

Théoréme (d’intégration par parties) Soient u,v € €*(I,R). Pour tous a,b € I, on a :

ou :

Exemple Déterminons une primitive de la fonction arcsin, qui est continue sur l'intervalle [—1, 1].
La primitive F' de arcsin sur U'intervalle [—1, 1] s’annulant en 0 est telle que :

Vo € [-1,1], F(x) = /0z arcsin(t) dt
Soit x €] — 1,1[. Les fonctions t — t et ¢ »—1> arcsin(t) sont de classe € sur [min(0, z), max(0, x)] de
Vit
F(z)=[t arcsin(t)]g — /Ox ! dt = z arcsin(x) — V1—a2?+1

1—¢?

dérivées respectivement ¢t — 1 et t — . On peut donc intégrer par parties sur ce segment et

on a :

(b) Changement de variable

Théoréme (de changement de variable)  Soient ¢ € €(I,R) et f € € (p(I),R). Pour tous
a,bel,ona:
@(b) b ,
[, f@a= [ueandoa
pla a

On dit qu’on a effectué le changement de variable z = ¢(t).

In(v/3)
Exemple Calculer I'intégrale / dz en posant t = e”.
0

2ch(z)

Corollaire  Soit f € €([—a,a],R) ou a > 0.

* Si f est paire sur [—a,al, alors :
Of(t)dt:/oaf(t)dt et /af(t)dt:2/0af(t)dt
* Si f est impaire sur [—a, al, alors :
" o) dt:—/oaf(t) a et [ fmdi=o
* Si f est une fonction continue et périodique sur R de période T' > 0, alors :

nT T
Vn e N, / f(t) dt = n/ F(t)dt
0 0
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0
Démonstration 11 suffit d’effectuer le changement de variable x = —t dans l'intégrale f(t) de. |

—a

1
z|z|dz = 0.
1

Exemple On a /

V — Méthode des rectangles a gauche

Le théoréme ci-dessous est une version séquentielle de 'approximation de 'intégrale d’une fonction
continue par morceaux par des intégrales de fonctions en escalier.

Théoréme (sur les sommes de Riemann)  Soit f € %m([a, b],R).

* On a:

b—a2d b—a b
Zf(a-i-k‘ >—>/f(t)dt
n n n—+0oo a
* Si f est de plus lipschitzienne sur [a, b], on a :
n—1

b
/af(t)dtnﬁ;oob;aZf(aJrkb;a)+O<i>

k=0

Interprétation géométrique : plus n sera grand et plus les rectangles seront « fins » et donc mieux
I'intégrale sera approchée par la somme (appelée somme de Riemann) apparaissant dans la proposition.

Démonstration (pour f lipschitzienne) Conformément au programme, on démontrera ce résultat pour
une fonction f lipschitzienne sur [a,b]. Par hypothése, il existe donc M > 0 tel que :
Va,y € [a,0],  |f(z) = f(y)l < M|z —y|

bh—
Soit n € N*. Pour tout k € [0,n], on pose zx = a + k—a. D’aprés la relation de Chasles, on a :
n
b n—1 n—1 x n—1 x
b—a b—a ket k1 b—a
f(t)dt — f<a+k ) = / f(t)dt — / f<a+k )
Jorwa S p (e ) = e | z

= [ 0 - s a

k=0 Tk

LTh+1

n—1
<> [0 - sl ar
k=0 Tk
d’aprés I'inégalité triangulaire pour les sommes puis pour les intégrales. Ainsi :
b n—1
b—a b—a
t)dt — —— k
[ a2 > 1 <a Ty )

en utilisant ’hypothése faite sur f (elle est M-lipschitzienne) et la croissance de l'intégrale. Ensuite, pour tout
ke[0,n—1],ona:

Tr+1

n—1
<Z/ M(t — zp) dt
k=0"7%

k

Th41 _ 27 %k+1 _ 2
M(t— ) dt = [M(t i) } _ (T )
(b—a)?
=M
2n?2
Finalement : )
b n— 2
b—a b—a (b—a)
t)dt — k < )
[roa-t 5 (et 0) < O
ce qu’il fallait établir. [ |
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Remarque : si f € €,m([a,b],R), alors on a aussi

<a +k ) / f(t) (méthode des rectanges a droite)
n—+oo
Exemple * Par continuité de t — cos(nt) sur [0, 1], on a :
1 n—1 k 1
nLHPOO - Z cos <n7r> = /0 cos(tm)dt =0
k=0
n—1
* Pour tout n € N*, posons u, =n Z R Alors :
k=0

1=
neN,  u,=-Y ——
n i1+ (k)

donc (up)n>1 est la suite des sommes de Riemann de la fonction arctan qui est continue sur
I'intervalle [0, 1]. On en déduit que cette suite converge de limite :

1

s
lim w, = / arctan(t) dt = —
n——+00 0 4
VI — Formules de Taylor

Dans toute cette section, I désigne un intervalle de R d’intérieur non vide.

Nous avons rencontré deux formules de Taylor : celle concernant les polynémes et la formule de Taylor-
Young. Le point commun de celles-ci est qu’elles permettent d’exprimer (ou d’approximer) la valeur
d’une fonction en un point a & partir du polyndéme de Taylor de la fonction en ce point, a savoir

" f(k)
k=0

et d’un éventuel reste négligeable.

Nous donnons ici une nouvelle formule de Taylor avec un reste explicite et étudions certaines consé-
quences de ce résultat.

1) Formule de Taylor avec reste intégral

Théoréme (formule de Taylor avec reste intégral) Soient n € N, a,b € [ et f €
¢TI, R). Alors :

n

—a)k b, _ f\n
s =Y S+ [ e ar

k=0
Démonstration On utilise un raisonnement par récurrence. Soit a,b € I. Pour tout entier naturel n, on
consideére la proposition :
n b
b—t)™
Py «NVf € €"T(I,R), = Z f<k (a) + / #f("“)(t) dt »
. nl!

=0
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* Si f est de classe €' sur I, on sait d’aprés le théoréme fondamental de 1’Analyse que :

b
£(b) = fla) + / £(t) dt

L’égalité est donc vraie au rang 0.

* Soit n € N tel que la proposition &, soit vraie et soit f € €"*2(I,R). Alors f € €"*!(I,R) donc
I’hypothése de récurrence s’applique. On a donc 'égalité :

n —a k b . n

10 =3 L e+ [ e
2 A

(b—a)"t!

(n+1)!
hypothése et car la deuxiéme fonction est polynomiale donc de classe €°° sur R) de dérivées respectives

Les fonctions f("*1) et ¢t —s — sont de classe €' sur I (car f est de classe €"*2 sur I par

b—t)"
Ft2) et ¢ —s ( ’ ) . D’aprés le théoréme d’intégration par parties, on a 1’égalité :
n!
b 1 b b 41
(b=D" i1 o= / (O—=8)""" e
/a P Al e s A B A e T A
(b—a)"™ /b(b )"t
=~ __fn () ae
@+ [

On obtient alors bien ’égalité :

ntl —a k by _ p\yn+1l
s = Y L+ [0 e a

donc la proposition &2, est vraie.

Le théoréme est donc établi par principe de récurrence simple. |

Exemple La fonction exponentielle est de classe €°° sur R donc on peut appliquer la formule de
Taylor avec reste intégral a cette fonction et on a :

Vn e N, Ve € R, e$:zn:zk!+/ox(l‘;!t)Tletdt
k=0
Exemple Pour tout x € Ry, on a:
e?>14+x+ 3:22
Démonstration Soit « € Ry. D’aprés la formule de Taylor avec reste intégral écrite & ’ordre 2, on a :

2 T (e $)2 2
e”’:1+x+x—+/(x ) etdt>1+x+x—,
0

2 2 2
>0
l'intégrale étant positive par positivité de I'intégrande (et car les bornes sont dans le bon sens). |

2) Applications

(a) Inégalité de Taylor-Lagrange

La proposition suivante est une conséquence du théoréme de Taylor avec reste intégral.

18
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Proposition (inégalité de Taylor-Lagrange) Soient n € N, a,b € Iet f € €"T(I,R). Alors :

n k n+1
(b—a)" b — al
b) — = g g E— max (1) (¢
‘f( ) l;) k! / ( ) h (n + 1) ! z€[min(a,b),max(a,b)] ’f ( )|
Démonstration La fonction f étant de classe €™t sur I, la fonction f("+1) est continue sur I et donc en

particulier sur le segment [min(a, b), max(a,b)], d’ou 'existence (dans R) du maximum ci-dessus.
D’aprés la formule de Taylor avec reste intégral (qui s’applique puisque les hypothéses sont réunies), on a si

a<b:
n b b
(b—a)* b—t)" (n b—1" (n
FO) =) o Wa)| =| [ S @t < S Y@ dt
k=0 @ e
b
b—t)"
< (n+1) (
ax, | () By d
n+1
_ (nt1),.4 (0 —a)
A e
Le raisonnement est analogue si a > b. ]
Exemple Pour tout x € R, on a :
— e
k! n—+oo
k=0
Démonstration Soient x € Ret n € N. On a :
N e L .
e *I;)p < mmax(l,e )

‘mln—i-l

0 par croissances com-

o

parées. |

no ok
x .
et donc la suite ( g ) est convergente de limite e®. En effet,
k=0 neN

(b) Formule de Taylor-Young

Théoréme (de Taylor-Young) Soit, f une fonction de classe €™ sur un intervalle I et soit a € [I.
Alors :

n (k) (g
1) = ST o to((e - a))
k=0

Démonstration (en supposant que f est de classe ¢™11) En effet, 'inégalité de Taylor-Lagrange nous
donne :
[k

r@) = S a0 -,
k=0

ce qui implique ’estimation annoncée. |

VII — Bréve extension de l’'intégrale aux fonctions a valeurs complexes

Soient a,b € R tels que a < b et f :€ Cl¥l une fonction.
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Définition x On dit que f est continue par morceaux sur [a, b] si les fonctions Re(f) € RIo?)
et Im(f) € R ]e sont.

* Si f € €om([a,b],C), alors on définit alors I'intégrale de f sur le segment [a, b] par :

b b b
/f(t) dt:/Re(f(t))dt+i/ Tm(f(¢)) dt

Toutes les propriétés vues dans ce chapitre se généralisent aux intégrales de fonctions continues par
morceaux & valeurs complexes sauf les propriétés de positivité et de croissance de 'intégrale. Par contre,
I'inégalité triangulaire reste vérifiée (on remplace simplement la valeur absolue par le module), tout
comme les formules de Taylor.

21 eit
/ dt| <27
o 1+t

Exemple
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