Chapitre 23 : Applications linéaires (généralités)

APPLICATIONS LINEAIRES
(GENERALITES)
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Dans tout ce chapitre, K désigne I'un des deux corps R ou C et E, F et G désignent des K-espaces
vectoriels (de dimensions finies ou infinies).
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I — Généralités

1) Définitions

Définition (application linéaire) Soit f € F¥. L’application f est dite linéaire si :
(Al); Vx,y € E, f(x+y) = f(z)+ f(y) (on dit que f préserve 'addition des vecteurs);
(Al)g VA€ K, Ve e E, f(A-xz) =X f(y) (on dit que f préserve la multiplication par les scalaires).

R — R

Exemple * L’application f : est linéaire.
p PP ! { r +— 3z
Démonstration Pour tous A\, z,y € R, on a :

fle+y)=3@+y)=3r+3y=flx)+fly) et  fAr)=302)=ABz) = Af(2),

ce qu’il fallait démontrer. [ |
* L’application identité Idg : { est linéaire.
r — x
Démonstration Pour tous A€ Ket z,y € F,on a:

ldeg(z+y) =2 +y=1dg(z) + Idp(y) et Idg(A\z) = Az = Aldg(x),

ce qu’il fallait démontrer. |
* L’application nulle 0 : { est linéaire.
r — Op
Démonstration Pour tous e Ket z,y € F,on a:

0(z+y)=0r =0p +0p =0(x) + 0(y) et O(Ax) =0 = X-0p = N0(x),

ce qu’il fallait démontrer. |

Proposition  Soit f € F¥ une application linéaire. Alors f(0g) = Of.

Démonstration Comme 0 = 0g + 0g, on a d’aprés la propriété (Aly) :
f(0p) = f(0p +0g) = f(0r) + f(0r)
Comme f(0g) est inversible dans le groupe (F,+), on en déduit bien que f(0g) = Op. [ |

Remarque : par contraposition, si f € F'F est une application telle que f(0g) # O, alors f n’est pas
linéaire.
R — R

’ linéai =2 :
2.,2) > Tyt n’est pas linéaire car f(Ogs) # Ogr

Exemple L’application f : { (
Remarque : par contre, la réciproque est fausse (il est possible que f(0g) = Op sans que f ne soit
linéaire).

i% est telle que f(0) = 0 mais elle n’est pas linéaire. En

+1(1) =27 f(4).

En pratique, on peut unifier les deux points de la définition pour montrer qu'une application est linéaire.

Exemple L’application f : Hj

Ll

effet, on a par exemple f(2) =4 et f(1

~—
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Proposition Une application f € F'F est linéaire si et seulement si :
VAeK, Yo,y € B, f(z+Ay) = f(x) + Af(y) (%)

On dit que [ préserve les combinaisons linéaires.

Démonstration (=) Supposons que f est linéaire (i.e. qu’elle vérifie les propriétés (Al); et (Al)y. Pour
tous A e Ketx,y € E,on a:

F@+x) D @)+ FOw)

(aD,

f(@) +Af(y)

Donc f vérifie la propriété (x).

(<) Réciproquement, supposons que f vérifie (x). En choisissant A = 1 dans (x), on obtient la propriété (Al);.
D’aprés la démonstration de la proposition |1, on a f(0g) = 0r. En choisissant ensuite x = Og dans (x),

on obtient la propriété (Al),. L’application f est donc linéaire. |
N RZ — R? o
Exemple * L’application f : { est linéaire.
(Cﬂ,y) — (:C—y,x+y)

Démonstration Soient A € R, X = (x,y) € R? et Y = (a,b) € R%. Alors :
F(X+AY) = f((z,y) + Ma, b)) = f((x + Aa,y + Ab))
= (z+Xa— (y+Ab),x + Aa+y+ Ab)
=(x—y+AXa—-0b),z+y+Aa+b))
=@—-y,z+y)+Aa—-ba+b)
=f(X)+Af(Y)

Ainsi, f est une application linéaire. [ ]

RX] — R

P s P(4) est linéaire.

* L’application 7 : {

Démonstration Soient A € R et P, @ € R[X]. Alors :

T(P+2Q)=(P+2Q)4) = P(4) + A\Q(4) (par définition de P + \Q)
=7(P) + A7(Q)

Donc 7 est une application linéaire. |

¢*°(R,R) — %>(R,R)
f — !

Démonstration Ceci est une simple réécriture de la propriété de linéarité de la dérivation. |

* L’application D : { est linéaire.

My (R) — M (R)

A AT est linéaire.

* L’application t : {

Démonstration Ceci est une simple réécriture de la propriété de linéarité de la transposition. |

Remarque : par une récurrence immeédiate, on peut montrer que si f € F¥ est linéaire, alors pour
toute suite presque nulle (\;);er € K! et pour toute famille (x;);c; € ET, on a :

f <Z /\z‘wz‘> = Xif (x:)

el i€l

Terminologie /notations :
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* On note Z(E, F) 'ensemble des applications linéaires de E vers F :

ZL(E,F)={f GFE|flinéaire}

Exemple On a7 e Z(R[X],R).

* Lorsque E = F, on parle d’endomorphismes de E, I’ensemble associé est noté Z(F) (au lieu de

Exemple Onate Z(#,(R)) et De Z(¢°R,R)).

* Si f € Z(E,F) est bijective, on dit que f est un isomorphisme de E vers F. On note GL(E, F')
I’ensemble correspondant.

* Si f € Z(FE) est bijective, on dit que f est un automorphisme de E, I’ensemble correspondant
est alors noté GL(E). On lappelle le groupe linéaire de E

Exemple  Onat € GL(#,(R)) car t est un endomorphisme de .#,(R) et car toc = Id 4, ().

2%% Exercice 1. Déterminer les endomorphismes de R (autrement dit, expliciter .Z(R)).

2. De méme, déterminer .Z(R?).

2) Opérations sur les applications linéaires

On peut naturellement munir Z(F, F') d’une addition et d’une multiplication externe. Plus précisé-
ment, pour tous f,g € Z(E, F) et tout A\ € K, application f + Ag est définie par :

Vee E,  (f+Xg)(x)=f(z)+Ag(x) € F

et on vérifie facilement que f + \g € L (E, F).

Proposition L’ensemble Z(F, F') est un K-espace vectoriel.

Démonstration Il suffit de vérifier que .Z(E, F) est un sous-espace vectoriel de 1’espace vectoriel FZ. Or
'application nulle (que I'on notera désormais 0 (g ) est linéaire, et Z(E, F') est stable par combinaisons
linéaires. ]

On dispose aussi des propriétés de stabilité suivantes.

Proposition (composition, réciproque)  Soit (f,g) € Z(E,F) x Z(F,G). Alors :
*x gofeZ(E,G);
% et si f est bijective de E sur F, alors f~! € Z(F,E).

Démonstration * Soient A € Ket z,y € E. Alors :

(g0 )z +Ay) =g(f(z+Ay) =g(f(z) +Af(y))  (car f est lincaire)
=g(f(z))+ 2 g(f(v)) (car g est linéaire)
=(go f)(z)+Algo f)y)

Ainsi, go f € Z(E,G).
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* Soient A € Ket X,Y € F. Comme f est bijective de E sur F, il existe un unique couple (z,y) € E? tel

que f(z) =X et f(y) =Y. Ainsi :

FTUX HAY) = 1 f(@) + M () = FH(f(z + \y)) (car f est linéaire)
=(fTo )z +y)
=x+ Ay
= fTHX) AU

Donc f~! € Z(F,E). ]
Corollaire  Le triplet (Z(E),+,0) est un anneau (en général non commutatif).
Démonstration On vérifie facilement que .Z(F) est un sous-anneau de (E¥, +,0), i.e. que :
*x (Z(E),+) est un sous-groupe de (E¥ +);
* L(F) est stable pour la composition des applications;
* Idg € Z(E). n
Proposition (bilinéarité de la composition) L’application :
{ Z(E,F)x 4(F,.G) — %(E,G)
(f.9) —  gof
est bilinéaire, i.e. :
VAEK, Vi, fo€ Z(E,F), Vge L(F,G), go(fitAf)=gofi+Agof (%)
et :
V)‘GK’ VfEZ(E,F), v.glagZeg(FaG)7 (g1—|—)\gz)0f:g10f+)\920f (**)
Démonstration Soient A € K, fi1, fo € Z(E,F) et g1,92 € Z(F, Q).
*x Soit x € E. On a:
(g0 (fi +Af2)) (@) = g((fr + Af2)(2)) = g(fi(2) + Afo(x))
=g(fi(x)) + Ag(fa(x))  (car g € Z(F,G)
=(go f1)(@) + A(go f2)(z)
= (go fi+Ago fo)(x),
ce qui prouve P'égalité (x).
*x De méme, pour tout x € F, on a :
(g1 +Ag2) o f) (@) = (91 + Ag2) (f (@) = g1 (f () + Aga(f ()
= (910 f)(@) + Agz © f)(z)
=(g10f+Ag2o f)(z),
d’ou légalité (k). |
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Définition (itérées d’un endomorphisme)  Soit u € Z(F). On définit la suite des itérées de

u par récurrence de la maniére suivante :
* UO =1Id E;
* pour tout k € N, uF*+t = v o .

Si u € GL(E), alors on définit u* pour k € N\ Z de la maniére suivante :
Vk € Z\ N, ub = (uh)7F,

ot u ! est la bijection réciproque de u.

Par exemple, u® = u o w o u.

Notation : si u,v € Z(F), I'application composée u o v se note aussi uv.

Exemple Pour tout A € K*, 'homothétie de rapport A :

By - F — F
MY 2 — Az

est un automorphisme de E et :
VkeZ,  (h)F=hyw

IT — Noyau et image d’une application linéaire

1) Préliminaire : images directe et réciproque

Une application préserve les combinaisons linéaires. Elle préserve également la structure d’espace vec-
toriel.

On rappelle que, si E' et F’ sont des sous-ensembles de F et F respectivement, alors :

— Dimage directe de E’ par f est :
f(E") = {yEF‘HwEE', y:f(:n)} = {f(:v) ‘:UEE'}
— T'image réciproque de F’ par f est :

) ={zeE|f(x)e F'}

Proposition (image directe/réciproque d’un sous-espace vectoriel) Soient E’ un sous-
espace vectoriel de E et F’ un sous-espace vectoriel de F. Alors :

* f(E) est un sous-espace vectoriel de F';

x f7Y(F) est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration * Tout d’abord, on a clairement f(E’) C F.

— Comme E’ est un sous-espace vectoriel de E, on a O € E’ et donc (par linéarité de f),

0r = f(0g) € f(E)
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— Soient A € Ket X,Y € f(E'). Il existe 2,y € F’ tel que f(z) = X et f(y) =Y. La linéarité de f
nous donne alors :

X+AY = f(z) + Mf(y) = f(z + \y)
et comme z + Ay € E’ (puisque E’ est un sous-espace vectoriel de E), on peut conclure que
X + XY € f(E).
Ainsi, f(E’) est un sous-espace vectoriel de F'.
* Il est clair que f~1(F') C E'.
— On a f(0g) =0 € F’ (car F’ est un sous-espace vectoriel de F') donc O € f~1(F").
— Soient A € K et z,y € f~1(F’). Alors, par linéarité de f,

fl@+xy) = fz) + Af(y) € F'
car x et y appartiennent a f~1(F”) et car F’ est un sous-espace vectoriel de F.
Ainsi, f71(F’) est un sous-espace vectoriel de E. ]

Exemple  L’ensemble A = {P € R[X]|P(1) = P(2)} est un sous-espace vectoriel de R[X].

Démonstration On introduit 'application :

[ RX] — R
90'{ P —s P(1)- P2

On vérifie alors que p € Z(R[X],R). Ensuite, A = »~1({0}) et {0} est un sous-espace vectoriel de R, ’'ensemble
A est un sous-espace vectoriel de R[X]. [ ]

2) Image et noyau d’une application linéaire

(a) Deéfinitions

Proposition/définition (noyau d’une application linéaire)  Soit f € Z(E, F).

* On appelle noyau de f le sous-espace vectoriel de E suivant :
Ker(f)={z € E| f(z) =0p}
* On appelle image de f le sous-espace vectoriel de F' suivant :

Im(f) = {f(x) |« € E}

Démonstration On a les égalités :

Ker(f) = f~'({0r}) et Im(f) = f(E)

Or {Op} et E sont des sous-espaces vectoriels de F' et de E respectivement donc Ker(f) et Im(f) sont des

sous-espaces vectoriels de E et de F' d’aprés la proposition précédente. |
Exemple * Le noyau de D : { Rg{] : R}_)),q est Ker(D) = Ro[X], son image est R[X].

RX] —R

p s P(0) est Vect(X), son image est R.

* Le noyau de g, : {

RZ — R2

%% Exercice Déterminer le noyau et 'image de f : { (@y) — (r—yr+y) "

(b) Propriétés

L’intérét du noyau et de I'image réside dans la proposition suivante.
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Proposition  Soit f € Z(E, F). Alors :
* f est injective si et seulement si Ker(f) = {0g};
F.

* f est surjective si et seulement si Im(f)

Démonstration * On raisonne par double implication.

— Supposons que f soit injective. Pour tout x € E, on a :

z € Ker(f) <= f(z)=0p <= f(z) = f(0R) (car f est linéaire)
<— z=0g

car f est surjective. On a donc bien Ker(f) = {0g}.

— Supposons que Ker(f) = {0g}. Soient x,y € E tel que f(z) = f(y). On a alors f(z) — f(y) = Og,

i.e. f(x —y) = Op par linéarité de f. Autrement dit, x — y € Ker(f). L’hypothése entraine que
x—1y=0g, i.e. x =y. Ainsi, f est injective.

* On sait que f est surjective si et seulement si f(E) = F, d’ou le résultat puisque Im(f) = f(FE). [ |

Ro[X] — R[X]

? . . .
P s 9P — XP n’est pas injective.

Exemple L’application linéaire f : {

Démonstration  Le calcul du noyau montre que Ker(f) = Vect(X) # {Og,[x1}- |

Le résultat suivant permet de calculer en pratique I'image d’une application linéaire, dés lors que 'on
dispose d’une famille génératrice de E.

Proposition (calcul de Im(f))  Soient (e;);c; une famille génératrice de E et f € Z(E,F).
Alors :

Im(f) = Vect(f(ei))ier

Démonstration Soit y € F. Alors :

y€elm(f) < Jz € E, y= f(x)

— I ekD, y=¢ (Z )\iei>

iel
— I\ ekD, y= Z Nif (e:) (car f est linéaire)
iel
< y € Vect(f(ei))ier,

d’on1 ’égalité annoncée. |

R — R?

est surjective.
r,y,2) — (2w+yy—2) !

Exemple L’application linéaire f : { (

Démonstration Comme ((1,0,0), (0,1,0), (0,0, 1)) est une base de R?, on a :
Im(f) = Vect(£(1,0,0), £(0,1,0), £(0,0,1)) = Vect((2,0), (1,1), (0, 1))
= Vect((1,0),(1,1),(0,1))
= Vect((1,0), (0,1)) (car (1,1) = (1,0) + (0, 1))
=R2

donc 'application f est surjective. |
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IIT — Il en faut peu pour connaitre une application linéaire

1) Préliminaire : formes linéaires coordonnées

Dans ce paragraphe, on suppose que F est muni d'une base % = (€;);cr.

Définition (forme coordonnée) Soit 7 € I. On appelle forme linéaire coordonnée d’indice i,
notée ey, I'application qui a tout vecteur = de E associe la coordonnée de x selon le vecteur e; dans
la base . Pour tout x € E, on a donc :

On dispose des propriétés suivantes.

Proposition (propriétés de e}) * On a:
Vi,j el, 6:(6]') = (5,‘7]‘

* Pour tout ¢ € I, on a e € Z(E,K).

Démonstration *x Soit¢€ . On a:
e, =e€; + Z 0- €;
Jen{i}
donc, par définition de e} (e;), on a bien e} (e;) = 1. De plus, pour tout j € I\ {i}, on a :
ei:€7;+0'6j+ Z O'Gk
keI\{i,j}

donc € (e;) = 0.

*x Soient A € K et z,y € E. Par définition des formes linéaires coordonnées, on a :

T+ Ay = Zef(az%—)\y)ei
icl

et :

r4+ 2y =Y el@es + A Y el = 3 (€5 (@) + Al (y)es

il iel iel
Par unicité des coordonnées d’un vecteur dans une base, on peut conclure que :
Viel,  ej(z+Ay) =€ (2)+ Aef(y),

ce qu’il fallait démontrer. |

2) Détermination d’une application linéaire
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Théoréme (détermination d’une application linéaire par I’'image d’une base) Soient
B = (€;)ic; € B! une base de E et .# = (fi)ic; € F! une famille quelconque de vecteurs de F.
Alors il existe une unique application linéaire f de E vers F telle que :

Vi € I, f(e@) = fl

Démonstration On raisonne par analyse-synthése.

* Soit x € E. En notant e la forme coordonnée de £ selon e;, on a :

x = Z ef(x)e;

S’il existe f € Z(E, F) telle que f(e;) = f; pour tout ¢ € I, on a par linéarité de f,
10 = (L ettar) = Teiisico = eiton
i€l icl icl
Ainsi, si une telle application linéaire existe, alors celle-ci est uniquement déterminée.
* Considérons 'application f = Z el fi : E — F. Cette application est linéaire car les formes coordonnées

iel
le sont. [ |

w%% Exercice  Soient e; = (1,1,1), e = (1,1,0) et e3 = (1,0,0). Montrer qu'il existe une unique
application linéaire de R® dans R? vérifiant :

f(el) = (17 1)7 f(eQ) = (1’ _1) et f(e?:) = (27 1)

Déterminer ’expression de f.

3) Image d’une base et TRUC-jectivité

Proposition (lien entre injectivité/surjectivité et I’image d’une base) On suppose que
E posséde une base (e;);cr. Soit f € ZL(E, F). Alors :

* [ est surjective si et seulement si (f (ei))i ¢ est une famille génératrice de F';
* f est injective si et seulement si (f(ei))z‘el est libre;
* f est un isomorphisme de E sur F si et seulement si ( f (e,-))

. est une base de F.
i€l

Démonstration * Comme (e;);cr est une famille génératrice de E, on sait que :
() = Veet (f(e:)) o
donc :

f surjective <= Im(f) =F <= Vect(f(e;)) F

iel —
= (f (ei))i ¢ ©st une famille génératrice de F

* On raisonne par double implication.

10



Chapitre 23 : Applications linéaires (généralités) MPSI Mariette

Supposons que f soit injective et montrons que (f(ei))iej est libre. Soit (\;)icr € KU telle que :

D Aif(es) = 0p

iel

Comme f est linéaire, cette égalité se réécrit :

f (Z Mz—) =0p

iel

Ainsi, Z Aie; € Ker(f) et comme f est injective, on a Z Aie; = Op. La liberté de la famille (e;);cr
il il
permet de conclure :
Vi € Ia Al = OK7
ce qu’il fallait démontrer.

Réciproquement, supposons que la famille ( f (ei)), ; soit libre et montrons que f est injective, i.e.

3

€
que Ker(f) = {0g}. Soit « € Ker(f). L’égalité f(z) = Op se réécrit, par linéarité de f,

I <Z xiei> = Zef(w)f(ei) =0F

el i€l

La famille (f(e;)) o est libre donc :

Viel, ef(x)=0

puis :
x = Zei—‘(m)ei = ZO%BZ- =0g
iel i€l
Ceci montre l'inclusion Ker(f) C {0g}. L’inclusion réciproque est immédiate (puisque Ker(f) est
un sous-espace vectoriel de E), on a bien Ker(f) = {Og}, ce qui signifie que f est injective.

* C’est une conséquence immédiate des deux premiers points. |

Exemple  Soient n € N* et (z1,...,2,) € K" une famille de scalaires deux a deux distincts.
L’application :
f_{ K, 1[X] —> K"
' P —  (P(x1),...,P(xy,))

est un isomorphisme de K, _1[X] sur K".

Démonstration * On vérifie facilement que f est linéaire.

* Si ¥ = (Ly,...,L,) est la famille des polynomes de Lagrange associée a (x1,...,2,), on sait que £ est
une base de K,,_1[X]. De plus, I'image de cette base par f est la base canonique de K™ car :

V(Zm?) € [[1’”]]27 Ll(x]) = 6i,j
Donc f est bijective. |

Le résultat suivant est trés utile en pratique.

Corollaire (cas particulier de la dimension finie) On suppose que les espaces vectoriels E
et F' sont de méme dimension finie et f € Z(E, F). Alors :

f injective <= f surjective <= f bijective

11
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Démonstration  Posons n = dim(F) = dim(F) € N*. La famille () (de vecteurs de F') est constituée de
n = dim(F') vecteurs donc :

f(B) est libre <= f(A) est génératrice de ' <= f(A) est une base de F,
€.
f injective <= f surjective <= f bijective

en utilisant la proposition précédente. |

Ro[X] — R3
P (P(0),P(1))

Exemple L’application ¥ : { est un isomorphisme d’espaces vecto-

riels.
Démonstration On vérifie que ¥ est linéaire puis qu’elle est injective. Comme les espaces vectoriels Ro[X]

et R? sont de méme dimension finie (égale a 3), I'injectivité entraine la bijectivité de Papplication d’aprés le
corollaire. ]

Corollaire On suppose que FE est un K-espace vectoriel de dimension finie. Soit f € Z(FE). Les
assertions suivantes sont équivalentes :

(i) f e GL(E);
(73) f est inversible a gauche (i.e. : 3g € Z(F), go f =1dg);
(7i1) f est inversible a droite (i.e. : 3g € L(F), fog=1dg).

Démonstration * Montrons que (i) <= (ii). Supposons que f soit inversible & gauche. Il existe
donc g € Z(F) tel que g o f = Idg. Déterminons le noyau de f. Soit z € Ker(f). Alors f(z) = Og puis
9(f(z)) = g(0g) = 0p (par linéarité de f). Ainsi :

z=Idp(z) = (g0 f)(z) = g(f(x)) = Op

On obtient I'inclusion Ker(f) € {0g}. L’inclusion réciproque étant immédiate, il vient Ker(f) = {Og}.
Ainsi, f est injective et donc bijective (car f est un endomorphisme de E, I'espace vectoriel E étant de
dimension finie). Autrement dit, f € GL(E). Ceci montre que (i) = (i), d’ou I’équivalence annoncée
(la réciproque étant immédiate).

* Montrons que (i) <= (#ii). Supposons que f soit inversible a droite et soit g € Z(F) tel que fog = Idg.
Pour tout x € F, on a :

r=1Idg(x) = (fog)(z) = f(g(z))

donc g(x) € E est un antécédent de = par f dans E. Par conséquent, f est surjective. On conclut que f
est bijective comme au point précédent.
Les assertions (i), (ii) et (4i7) sont donc équivalentes. [ |

4) Espaces isomorphes

Définition (espaces vectoriels isomorphes) Les espaces vectoriels E et F sont dits iso-
morphes s’il existe un isomorphisme f € Z(E,F) de E sur F.

Exemple D’aprés le dernier exemple traité, les espace vectoriels Ro[X] et R3 sont isomorphes.

On s’intéresse aux espaces isomorphes de dimension finie.

12
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Proposition (caractérisation des espaces isomorphes en dimension finie) * Si E est
de dimension finie et si E et F' sont isomorphes, alors F' est de dimension finie et dim(F) =
dim(E).

* Réciproquement, si E et F' sont de méme dimension finie, alors E et F' sont isomorphes.

Démonstration * On suppose que E est de dimension finie notée n € N* et qu’il existe une isomor-
phisme f € Z(E, F) de E sur F. Soit (e1,...,e,) une base de E. Comme f est bijective, (f(e1), ..., f(en))
est une base de F. Donc F est de dimension finie et dim(F) = n = dim(E).

* Réciproquement, supposons que E et F soient de méme dimension finie n € N* et soient # = (eq,...,€,)
et € = (f1,..., fn) deux bases de E et F respectivement. On sait qu'’il existe une (unique) application
linéaire f € Z(E, F) telle que :

Vie[ln],  fle)=1fi
Autrement dit, f(#) = € donc 'image d’une base de E par f est une base de F. Par conséquent, f est
un isomorphisme de E sur F' et donc E et F' sont des espaces vectoriels isomorphes. |

Exemple  Les espaces vectoriels .#32(K), Kb et K5[X] sont deux & deux isomorphes.

Remarque : si F et F sont de dimensions finies différentes, alors il n’existe pas d’application linéaire
bijective de F sur F. Par exemple :

{re L (M>(R),R?) ‘ [ bijective} = @

Le résultat précédent montre donc qu’il n’existe un et un seul K-espace vectoriel de dimension n, a
isomorphisme prés.

Corollaire Si E est un K-espace vectoriel de dimension n € N*, alors E est isomorphe a K".
Démonstration Les espaces vectoriels E et K™ sont de méme dimension finie (égale a n). ]
Exemple * L’espace K,[X] est isomorphe a K"+,

* L'espace 4, ,(K) est isomorphe a K™.

5) Dimension de Z(E, F')

On sait que (Z(E, F),+,-) a une structure de K-espace vectoriel.

Théoréme (dimension de Z(E,F))  On suppose que E et F' sont de dimensions finies. Alors
Z(E,F) est de dimension finie égale a :

dim(Z(E,F)) = dim(E) x dim(F)

13
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Démonstration Si E ={0g}, alors Z(E,F) = {0, r)} donc la formule annoncée est vraie. Supposons
maintenant que E # {Og}. Posons n = dim(E) € N* et considérons une base (ey,...,e,) de E. On vérifie
facilement que :

. { ZL(E,F) — Fn

‘ f — (fler),--., flen))

est une application linéaire. De plus, on sait que :

Y(fi,. s fu) €EF", 3V f € L(E,F),  o(f)=(f1,...,fan)  (section III-3))

Autrement dit, ¢ est bijective de Z(E, F) sur F" donc les espaces vectoriels Z(E, F) et F™ sont isomorphes.
Or l’espace vectoriel :
F"=F x---x F (n fois)

est de dimension finie (car F l'est) égale a dim(F™) = ndim(F'). On en déduit que Z(E, F') est de dimension
finie égale a :
dim(Z(E, F)) = ndim(F) = dim(F) dim(F),

ce qu’il fallait démontrer. |

6) Détermination d’une application linéaire sur une somme directe

On définit ici une application linéaire, non pas par I'image d’une base, mais par ses restrictions sur
deux sous-espaces vectoriels de F.

Théoréme On suppose que E; et Ey sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E (i.e.
E = E| @ Ej). Soient f1 € ZL(E1,F) et fo € L(Es, F). 1l existe une unique application linéaire
feZ(EF) telle que :

f|E1:f1 et f|E2:f2

Démonstration On sait par hypothése que F = E; @ F5 donc tout vecteur de E s’écrit de maniére unique
comme la somme d’un vecteur de F; et d’un vecteur de F5. On raisonne par analyse-synthése.

* Analyse : soient f € Z(E,F) tel que flg, = f1 et flg, = f2 et © € E. 1l existe un unique couple
(z1,22) € E1 X Ey tel que = x1 + xo et alors, par linéarité de f,

f() = f(z1) + f(z2) = fr(z1) + fa(w2)
L’application f est donc uniquement déterminée par :

f'{E:El@EQ — F
o z=zidae — fil@) + fa(z)

* Synthése : considérons lapplication f définie par (k).

— Pour tout x € Fq, on a :
flz1) = f(\l“/l_jr\og_) = fi(z1) + f2(0r) = fi(z1)
€E,  €E»

car fo est linéaire. Ainsi, f|g, = f1. De la méme maniére, on a f|g, = fa.

— Montrons maintenant que f est linéaire. Soient x = x1 + z2 et y = y; + yo deux vecteurs de E (ou
21,y1 € B et 29,y2 € E) et A € K. Alors :

T+ Xy = (21 + M) + (22 + Ay2)
Comme z1 + A\y; € E5 et 9 + A\ys € E5, on a par définition de f :

@+ Xy) = fi(zr 4+ Ay1) + fa(zz + Ay2)
= fi(z1) + Aui(y1) + fa(z) + Afa(y2) (car fy et fy sont linéaires)
= (fi(z1) + fa(22)) + A f1(y1) + f2(y2))
= flz)+Af(y)
Ainsi, f € Z(E, F). n
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Exemple  On ala décomposition R3[X] = Ry[X]® Vect(X?) et on peut vérifier que les applications :

[ Ry[X] — R[X] . [ Vect(X3) — R[X]
LA T - S M AX? s AX

sont linéaires. D’aprés le théoréme précédent, il existe une unique application ¢ € Z(Rs3[X], R[X])
telle que p|g,[x] = ©1 €t Plvect(x3) = 2. Il s’agit de I'application :

. R3[X] — R[X]
Pl aX34+bX2+eX +d — aX +2bX + ¢

IV — Rang d’une application linéaire

1) Définition

Définition (rang)  Soit f € Z(E,F). Si Im(f) est de dimension finie, alors on appelle rang de
f, noté rg(f), la dimension de l'espace vectoriel Im(f), i.e. :

rg(f) = dim(Im(f))

Remarques : on suppose que Im(f) est de dimension finie.

* Comme Im(f) = f(E), on a:
rg(f) = dim(f(E))

* S1 9 est une famille génératrice de E, alors :
Im(f) = Vect(f(¥)) donc rg(f) =rg(f(¥)) (rang d’une famille de vecteurs)

* Le rang est toujours bien défini si F' est de dimension finie.

2) Propriétés du rang

Le rang permet de caractériser l'injectivité et la surjectivité d’une application linéaire.

Proposition = On suppose que F et F sont de dimension finie. Soit f € Z(FE,F). On a les
équivalences suivantes :

* 1g(f) < min(dim(E), dim(F));

* f est injective <= rg(f) = dim(F

);
* f est surjective si et seulement si rg(f) = dim(F');

* f est bijective si et seulement si rg(f) = dim(F) = dim(F).

Démonstration On pose n = dim(F) € N* et on considére une base & de E.

* On sait que :
rg(f) = rg(f(£))

Or f(A) est une famille de n vecteurs de F' donc, d’aprés les propriétés sur le rang d’une famille de
vecteurs, on a :

rg(f(#)) < min(n, dim(F)) i.e. rg(f) < min(dim(E), dim(F))

15
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* On sait que f est injective si et seulement si la famille f(%) est libre, i.e. si et seulement si :
15(/()) = Card(f(#)) = n = dim(E),

d’ou le deuxiéme point.

* Comme Im(f) est un sous-espace vectoriel de F' (qui est de dimension finie), on a :

rg(f) = dim(F) < dim(Im(f)) = dim(F) < Im(f)=F
<= f est surjective

* C’est une conséquence des deux points précédents. |

2% Exercice Calculer le rang des applications linéaires suivantes :
1L { R? — R3
L () = (my, et y)

o o. ] RelX] — Ro[X]
9 P +—s 2P—XP

Que peut-on en déduire ?

Une solution.

1. Une base de R? est ((1,0),(0,1)) donc :
Im(f) = Vect(f(1,0), f(0,1)) = Vect((1,0,1),(0,1,1))

On peut vérifier que la famille ((1,0,1), (0,1,1)) est libre donc rg(f) = 2. On en déduit que f est injective
(car le rang est égal a la dimension de R?) et que f n’est pas surjective.

2. Une base de Ry[X] est (1, X, X?) donc :
Im(g) = Vect(g(1), g(X), g(X?)) = Vect(2, X, Og,(x) = Vect(1, X) = Ry[X]

donc rg(g) = 2. Comme dim(Ry[X]) = 3, Papplication f n’est ni injective, ni surjective.

3) Rang d’une composition
Remarque : si ¢ € Z(FE, F) et si E’ est un sous-espace vectoriel de F, alors p|p € Z(F', F) et :

dim(p(E")) = dim(p| g/ (E")) = rg(e|e)

Proposition (rang d’une composée)  Soient u € L (E,F) et v e Z(F,G), ou E, F et G sont
de dimensions finies. Alors :

« 18(v 0 u) < min(rg(u), rg(v)):

* si u est un isomorphisme de E sur F', alors rg(vou) =v;

* si v est un isomorphisme de F' sur G, alors rg(v o u) = u.

Démonstration * Il S’agit de montrer que rg(v o u) < rg(u) et rg(v o u) < rg(v).
— Comme u(F) C F, on a v(u(F)) C v(F) donc :

dim((vow)(E)) < dim(v(F)) i.e. rg(vou) < rg(v)
— De plus, en utilisant la remarque précédente,
rg(vou) = dim(v(u(E)) = rg(v|yg)) < dim(u(E)),

la majoration provenant de la proposition précédente (premier point). Ainsi, rg(v o u) < rg(u).
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On en déduit que rg(v o u) < min(rg(u),rg(v)).
* Si u soit bijective de E sur F, alors u est surjective donc :

(vou)(E) =v(u(E)) =v(F) puis dim((v o u)(F)) = dim(v(F)),

i.e. rg(vou) = rg(v).
* Supposons maintenant que v soit bijective de F' sur G. L’application linéaire v|, (g est injective (car v
Pest) donc :
rg(v o u) = 1g(v|yp)) = dim(u(E))
en utilisant la remarque ci-dessus et le deuxiéme point de la remarque précédente. Autrement dit, rg(v o
u) = rg(u). |

4) Le théoréme du rang

Le théoréme qui suit fait le lien entre le noyau et 'image d’une application linéaire.

Théoréme (forme géométrique du théoréme du rang) Soient F et F' deux K-espaces vec-
toriels (de dimensions quelconques) et f € Z(E, F). Si Ker(f) posséde un supplémentaire S dans
E, alors la restriction f|g de f & S induit un isomorphisme d’espaces vectoriels de S sur Im(f).

Démonstration Comme f est linéaire, la restriction de f a S est linéaire; de plus, cette application est
clairement a valeurs dans Im(f). Montrons maintenant que f|g & bijective.

* Pour tout x € S, on a :
z € Ker(f|s) < fls(z) =0r <= f(z)=0p < z € SNKer(f) < z € {0g}
car E = S @ Ker(f) (en particulier, S et Ker(f) sont donc en somme directe dans E). Ainsi, f|s est
injective.
* Soit y € Im(f). Par définition de 'image, il existe z € E tel que y = f(x). Comme E = S @ Ker(f), il
existe (s, k) € S x Ker(f) tel que x = s+ k. Par linéarité de f, on a :
y=[f(s+k)=f(s)+ f(k) = f(s) +0r = f(s) = fls(s)
car s € S. Ainsi, s est un antécédent de y par l'application f|s dans S. Cette application est donc
surjective.

Finalement, f|g est un isomorphisme d’espaces vectoriels de S sur Im(f). |

Une conséquence directe est la formule du rang.

Corollaire (formule du rang) On suppose que E est de dimension finie. Soit f € Z(FE, F).
Alors :
dim(F) = dim(Ker(f)) + rg(f)

Démonstration * Comme Ker(f) est un sous-espace vectoriel de E, il est de dimension finie. De plus,
si (e1,...,e,) est une base de E (ou n = dim(FE)), on sait que Im(f) = Vect(f(e1),..., f(en)). Par
conséquent, Im(f) est de dimension finie.

* Comme FE est de dimension finie, Ker(f) posséde un supplémentaire S dans E (cf. chapitre 22). D’aprés le
théoréme du rang, la restriction f|g: S — Im(f) est un isomorphisme d’espaces vectoriels. Les espaces
vectoriels S et Im(f) étant de dimension finie, on a dim(S) = dim(Im(f)). Or :

dim(E) = dim(S) + dim(Ker(f)),
d’ott la formule du rang. [ ]
Exemple  Si f € Z(#(R),R3) est surjective, alors Ker(f) est une droite vectorielle.

Démonstration Si f est surjective, alors dim(Im(f)) = 3 donc (formule du rang) :
dim(Ker(f)) = dim(#2(R)) — dim(Im(f)) = 1,

ce qu’il fallait démontrer. [ |
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V — Deux familles d’endomorphismes particuliers de F

Soit E' un K-espace vectoriel (de dimension finie ou infinie).

1) Projecteur (ou projection) de F

(a) Projecteur (ou projection) sur F' parallélement & G

Définition (projecteur sur F parallélement a G) Soient F' et G deux sous-espaces vecto-
riels de E tels que E = F & G. On rappelle alors que :

Vee B, A (zp,xq) € F X G, © =z + 2¢
On appelle projecteur (ou projection) sur F parallélement o G Papplication :

( E=F®G — E
"\ z=zpt+axc — 2P

Exemple Dans R2, on peut vérifier que :

R? = Vect((0,1)) & Vect((2,1))

et que :
T x
V(m,y) €R27 (‘Tay) = (y_§> (07 1)+§(271)
Ainsi, en posant F' = Vect((0,1)) et G = Vect((2,1)) :
R? — R?2
* le projecteur sur F' parallélement & G est p : (,y) — <0 y x) :
) Y T 5
R? — R?
* le projecteur sur GG parallélement & F' est g : (2,y) —> (ZE z ) .
9 ) 2

B!

Remarque : si pp (respectivement pg) est le projecteur sur F' (respectivement sur i) parallélement
a G (respectivement a F'), alors :

pr+pc =ldg

(b) Propriétés

Proposition Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E tels que £ = F & G et soit p le
projecteur sur F' parallélement a G. Alors :

* pe X(E),

* p est une application idempotente, i.e. que p2 =Dp;
* Im(p) = Ker(p — Idg) = F et Ker(p) = G;

* E =1Im(p) ® Ker(p).

Remarque :si p € Z(E, F) et si A € K, alors :

Ker(p + Aldg) = {z € E| (¢ + Aldg) = 0p}
={zc E|p®)+ Iz =0p}
={z e E}gp(x) = -z}
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En particulier :
Ker(p — Idg) = {z € E|p(z) =z}
est 'ensemble des points fixes de p.

Démonstration * Soient x = zp + 2 € E, y = yr +yg (o0 zp,yr € F et zg,yq € G) et A € K.
Alors :

4+ Xy = (zr +2g) + MNyr +ye) = (xr + Ayr) + (x¢ + Aya)

cer eG

et donc, par définition de p,
p(x+A\y) = zp + Azp = p(x) + Ap(y)

Alnsi, p est linéaire, i.e. p € Z(FE).

* Soit z =zp+2g € E (ouzp € F et xg € G). Alors p(z) = zp donc :
o xTr) = X = xr = X =+ 0 =T = €T
(pop)(z) =p(p(x)) =plzr) =p(2r + 05 ) = zr = p(zF)
€F G

Ainsi, pop = p, i.e. p> = p.

* Soit z =xp+xg € E (ot zp € F et zg € G). Alors :

zeKer(p—Idg) < plr)=2 < sp=zptag < 2¢=0 < z=1up

Ceci montre I'égalité Ker(p — Idg) = F. De plus, on a clairement 'inclusion Im(p) C F (par définition

de p), et si x € F, alors p(z) = x (car xp = = et ¢ = Og) donc Im(p) C F. Par double inclusion, on a
Pégalité Im(p) = F.

Avec les mémes notations, on a également :

z € Ker(p) <= p(x) =05 < 2p =0 <= v=10¢ <= 2€G

donc Ker(p) = G.

* Cette décomposition est une simple réécriture de ’égalitée £ = F & G. |

(c) Projecteur de E : définition générale

Définition (projecteur de E) Soit p € EF. On dit que p est un projecteur (ou une projection)
de E si:

* pe Z(E);

* p est idempotente, i.e. p?> = p.

Exemple * L’application Idg est un projecteur de E.
R? — R?
z,y) — (2,0)
R? — R?

(ac +vy x+ y) est un projecteur de R2.

* L’application p : { ( est un projecteur de R2.

* L’application ¢ :

—
(z,y) 5 g

Le lien avec la définition géométrique de projecteur est le suivant.

Proposition  Soit p € Z(FE) un projecteur de E. Alors p est le projecteur sur Im(p) parallélement
a Ker(p).

Démonstration  Posons F' = Im(p) et G = Ker(p).
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* Montrons que F = Im(p) & Ker(p).

— Pour tout z € E, on a x = p(z) + (x —p(z)) € Im(p) + Ker(p) car p(z) € Im(p) et x —p(z) € Ker(p)
car, par linéarité puis idempotence de p, on a :

p(x —p(x)) = p(x) — p(p(x)) = p(x) — p(z) = 0g
On a donc linclusion F C Im(p)+Ker(p), et comme U'inclusion réciproque est évidente, on a I’égalité
E =TIm(p) + Ker(p).

— Soit 2 € Im(p)NKer(p). Comme z € Im(p), il existe y € E tel que z = p(y) et comme x € Ker(p), on a
p(z) = 0g, i.e. p(p(y)) = 0g. Or p est idempotente donc z = p(y) = Og. Ainsi, Im(p)NKer(p) C {0g}
et comme I’inclusion réciproque est immeédiate, on a I’égalité Im(p) N Ker(p) = {0g}.

Finalement, E = Im(p) @ Ker(p).

*x Comme on a :

. { E=FoG — F
PPl e=p@) +@—p@) — p)
I’application p est bien le projecteur sur F' parallélement a G. ]

2) Symeétrie (vectorielle) de FE

(a) Symétrie (vectorielle) par rapport a F parallélement a G

Définition (symeétrie par rapport a F parallélement a G) Soient F et G deux sous-
espaces vectoriels de E tels que E = F @ G. On appelle symétrie (vectorielle) par rapport a F
parallélement o G Iapplication :

5 E=FoG — E
N\ x=zpt+r0 — xF— 20

Exemple Dans R?, on a la décomposition :
R? = Vect((0,1)) & Vect((2,1))

et :
x

Vey) €R% (o) = (y-3) 0D+ 52D
La symétrie par rapport & F' = Vect((O, 1)) parallélement & G = Vect((Z, 1)) est 'application :
.. { R?2 — R?

Remarque : en notant s la symétrie par rapport a F' parallélement & G et pp (respectivement pg) le
projecteur sur F' (respectivement () parallélement & G (respectivement F'), on a les relations :

s=pr —pc=1dp — 2pp = 2pr — Idg
(b) Propriétés

Proposition Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de F tels que £ = F & G et soit s la
symétrie par rapport a F parallélement a G. Alors :

* s est une application involutive, i.e. que s> = Idp ;
x s € GL(E) et s~ = s;

* Ker(s —Idg) = F et Ker(s + Idg) = G;

* E = Ker(s —Idg) @ Ker(s + Idg).
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Démonstration

* Soit t =xp +xg € E (o0 g € F et zg € G. Par définition de s, on a :

(sos)(x) =s(s(x)) = s(xp —zg) = s(\xi—l-(—xg)) =xp—(—zg) =zr +2g = s(x)
EF €aq

donc s2 = Idg.

*x Comme s o s = Idg, I'application s est bijective d’inverse s~! = s. Montrons maintenant que s est linéaire.

Soient = xp + x¢ et y = yr + yo deux vecteurs de E (ot 2y, yr € F et 2g,yc € G) et A € K. Alors :

r+ Ay = (xp + A\yr) + (za + Mya)

€EF g€

Par définition de s, on a :

s(@+Ay) = (zr + Myr) = (w6 + Aye) = (2r — 26) + Myr —ye) = s(z) + As(y)

Donc s est linéaire. Finalement, s est un automorphisme de E, i.e. s € GL(E).

* Soitc=zp+zg€FE (olzp € FetezgeG. . Ona:

reKer(s—Idg) < s(x)=2 <= 2p—ax¢g=2p+2g < 2v¢=0 < v=ap€F

et :
xe€Ker(s+Ildg) < s(z)=—2 < ap—2g=—ap—2g < 2p=0p < z=2¢ <G
* Cette décomposition est un simple réécriture de I'égalité E = Ker(s — Idg) @ Ker(s + Idg). [ |
(c) Symétrie de E : définition générale
Définition (symétrie)  Soit s € E¥. On dit que s est une symétrie (vectorielle) de E si :

* s€ Z(E);

* s est involutive, i.e. s2 = Idg.

RR RR

est une symétrie de RE.
o (@ f(-2) Y

Exemple L’application 6 : {

Démonstration * Soient A € R et f,g € RE. Pour tout z € R, on a :
0(f + Ag)(x) = (f + Ag)(—x) = f(—x) + Ag(—x) = 0(f)(z) + A0(g)(x)
= (0(f) + A0(g9))(x)

Autrement dit, 0(f + A\g) = 0(f) + A\0(g). Ainsi, § € Z(RR).
* Soit f € R, Pour tout x € R, on a :

0*(f)(@) = 0(0(f))(x) = 0(f)(~) = f(— (~2)) = f(z)

donc 02(f) = f = Idge(f). Ainsi, 6% = 0.
Finalement, 6 est une symétrie de RE. [ ]

Le lien avec la définition géométrique de symétrie est le suivant.

Proposition Soit s € Z(F) une symétrie de E. Alors s est la symétrie par rapport a F =
Ker(s — Idg) parallelement & G = Ker(s 4 Idg).
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Démonstration Posons F' = Ker(s — Idg) et G = Ker(s + Idg).
* Montrons que £ = F @ G.

— Pour tout z € E, on a :

1 1
£ = 5+ s(@) + 5@ = 5(2))
Posons y =z + s(z). Onay € F car :

(s —Idp)(y) = s(y) —y = s(z + s(zx)) — x — s(x) = s(z) + s*(x) — x — s(x) (car s est linéaire)

:OE

1 1
car s = Idg. On en déduit que —y € F. De la méme maniére, on montre que 5(1’ —s(z)) € G et

donc x € F'+ G. Ainsi, on a l'inclusion £ C F' + G. Comme l'inclusion réciproque est évidente, on
aFE=F+G@.

— Soit z € FNG. Alors s(z) = x et s(x) = —x donc & = —x puis = Og. Ainsi, FNG C {0g} et
comme linclusion réciproque est évidente, on a F NG = {0g}.

Finalement, on a bien £ = F & G.

*x Pour tout x € E, on a :

1 1 1 1
= Sets@)+@—s@) et s() = 5o+ s(@) - 5@ - s(2)

€EF eG

donc s est la symétrie par rapport & F' parallélement & G. |

VI — Formes linéaires et hyperplans

Soit £ un K-espace vectoriel différent de 'espace nul (de dimension finie ou infinie).

1) Formes linéaires

Définition (forme linéaire) * On appelle forme linéaire sur E tout élément de Z(F, K).

* L’ensemble .Z(E,K) est aussi noté E*. On 'appelle I'espace dual de E.

Exemple Les applications :

o R — K
v (!E,y,Z) — T—-Yy—=z

My (K) — K
n
* tr application trace
M = (mij)iij<n — me (app )
=1
EFE — K
y * o, 2. 3
* pour tout j € I, € : { r o elx) (ou (e;)ier est une base de E)

sont des formes linéaires.

Proposition Soit ¢ € E*. Alors ¢ est surjective si et seulement si ¢ # Og= (i.e. : Jz € E, p(z) #
0).
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Démonstration Si ¢ : E — K est surjective, alors il existe « € E tel que ¢(x) = 1. En particulier,
©(x) # Og donc Papplication ¢ n’est pas nulle.

Supposons que ¢ # Op-. Il existe alors x € F tel que p(x) # Og. Pour tout A € K, on a :

@(Afc> _— p(x) = A

p(x) p(x)
——
€K
A . — o
donc ( ):c € E est un antécédent de A\ par 'application ¢ dans E. Donc ¢ est surjective. |
w(x

Remarque : comme dim(K) = 1, une forme linéaire non nulle ¢ € E* est injective si et seulement si
E est de dimension finie égale a 1.

2) Hyperplans

Définition (hyperplan et équation d’un hyperplan) Soit H un sous-espace vectoriel de F.

* On dit que H est un hyperplan de E §'il existe ¢ € E* \ {Og+} tel que :
H = Ker(p)

* L’équation p(x) = 0 est appelée une équation de I’hyperplan.

Exemple Les ensembles :

,@:{(x,y,z)eR?"x—y—z:O}, %—{MG,///n(R)

n
Z mk,k = 0}
k=1

et Hj = {z € E | e;(z)} (on j € I) sont des hyperplans de R3, .#,(R) et E respectivement. Une
équation de P est x —y — 2z = 0.

Démonstration Soit j € I. Les applications ¢, tr et €} (¢f. exemple précédent) sont des formes linéaires
telles que :
P = Ker(p), A = Ker(tr) et Hj = Ker(e})

De plus, ces formes linéaires sont non nulles car :
©((1,0,0)) =1#0, tr(Ip) =n#0 et ei(ej) =1

D’ou le résultat par définition d’un hyperplan. |

Proposition (caractérisation géométrique d’un hyperplan) Soit H un sous-espace vecto-
riel de E. Alors :

H est un hyperplan de £ <— Yu e E\ H, E=H ® 92,

On rappelle que si u # 0, alors 9, désigne la droite vectorielle dirigée par u, i.e. :

Dy = {Mu| X € K} = Vect(u)
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Démonstration Supposons que H soit un hyperplan de E. Soit w € E \ H. Par hypotheése, il existe
v € E*\ {0g+} tel que H = Ker(¢). Montrons que E = H ® 2,.

— Soit z € HN 2,,. Alors il existe A € K tel que £ = Au. Comme x € H, on a :
o(x)0x i.e. Ap(u) = 0g

Mais u ¢ H et H = Ker(p) donc ¢(u) # Og. On en déduit que A = Og puis 2 = 0. Ainsi,
HnN 2, C {O0g}. L’inclusion réciproque étant immeédiate, on a 1'égalité H N 2, = {0g}.

— Montrons maintenant que £ = H + Z,,. Soit € E. On a ¢(u) # Og donc on peut écrire que :

(e e,
”’C‘( so(U))+<p(U) SR
e

car, par linéarité de ¢,

p(x) ) o(x)
ple——=u) =p) — ——=p(u) =0
(2= 55w) = w00 “
On a donc linclusion E C H + 2,,. L’inclusion réciproque est évidente, donc E = H + 2.
Finalement, £ = H & ,,.

Soit u € E'\ H. On suppose que E = H @ Z,,. Montrons que H est un hyperplan de E. Il s’agit de montrer
qu’il existe une forme linéaire non nulle p € E* telle que H = Ker(y). Considérons les deux applications :

JH — K ot J 2. — K
SDH'xl—)OK Puiy au o— A

On vérifie facilement que ces deux applications sont des formes linéaires. Comme F = H & Z,, il existe
une unique forme linéaire ¢ sur E telle que ¢|g = ¢ et ¢|g, = ¢, (théoréme de la section I1I-6). Comme
o(u) = 1, cette application est non nulle et on vérifie facilement que son noyau est H. Donc H est un
hyperplan de E. ]

Corollaire (hyperplans en dimension finie) On suppose que E est de dimension finie égale
an € N*. Les hyperplans de E sont les sous-espaces vectoriels de £ de dimension n — 1.

Démonstration * Soit H un hyperplan de F; il existe une forme linéaire non nulle ¢ € E* telle que
H = Ker(p). Le théoréme du rang s’applique puisque E est de dimension finie et on a :

dim(Ker(p)) = dim(F) — dim(Im(¢)) =n — dim(K) =n — 1

puisque ¢ est surjective (en tant que forme linéaire non nulle).

* Soit H un sous-espace vectoriel de dimension n — 1 et F et soit «w € E'\ H. Montrons que E = H ® 2,,.
D’aprés la formule de Grassmann (qui s’applique puisque E est de dimension finie), on a :

dim(H + 2,,) = dim(H) + dim(%2,) — dim(H N Z,) = n — dim(H N Z,,)

Or HN 2, = {0g} (car cette intersection est de dimension 0 ou 1 et elle est égale a 1 si et seulement si
2. C H, ce qui n’est pas le cas). Ainsi :

dim(H + 2,) =n = dim(FE)

Par ailleurs, on sait que HN 2, = {Og} donc F = H & %,,. La proposition précédente entraine donc que
H est un hyperplan de E. |

Exemple  L’ensemble # (cf. exemples précédents) est de dimension n? — 1.
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Proposition (comparaison des équations d’un hyperplan) Soient H un hyperplan de E et
©, 1 deux formes linéaires non nulles de E telles que :

H = Ker(yp) = Ker())

Alors :
X e K¥, = Ap

Démonstration Comme H est un hyperplan de E, on sait qu'il existe u € F'\ H tel que E = H @ Vect(u).
La forme linéaire p(u)t) — ¥ (u)p est nulle sur H (par définition de ¢ et 1)) et on remarque qu’elle est nulle en
u, donc aussi sur Z,. Par linéarité de cette forme linéaire, elle est nulle sur E. Comme ¢(u) # Ok, on conclut

que :
(v
p=2
p(v)
——
=)eK
ce qu’il fallait démontrer. |

Remarque : & multiplication par un scalaire non nul prés, il existe une et une seule équation pour
un hyperplan. Par exemple, si on considére I'hyperplan & de R? (d’équation z — y — 2 = 0), alors &
admet aussi pour équation Az — Ay — Az = 0 ou A € R*, et il n’existe pas d’autre équation pour Z.

Proposition (intersection d’hyperplans) On suppose que F est de dimension finie égale a
n € N*. Soit r € [1,n].
* L’intersection de r hyperplans de F est un sous-espace vectoriel de E de dimension au moins
égale an —r.

* Tout sous-espace vectoriel de E de dimension n —r est I'intersection d’exactement r hyperplans
de E.

Démonstration * Soient Hy,...,H, des hyperplans de E. Pour tout k € [1,7], il existe une forme
linéaire non nulle ¢y de E telle que Hy = Ker(py). Considérons alors l'application :
{ EF — K"
P :
Tz — ((pl(x), o @T(x))

On peut vérifier que ® est linéaire et telle que Ker(®) = H; N---N H,.. Comme FE est de dimension finie,
le théoréme du rang nous donne :

dim(HyN---NH,) =dim(F) —rg(®) > dim(E) — dim(K") =n —r

puisque rg(®) < dim(K").

* Soit F' un sous-espace vectoriel de F de dimension n — r. Considérons une base (e1,...,e,) de E dont
les n — r derniers vecteurs forment une base de F' (une telle base existe d’aprés le théoréme de la base
incompleéte). Soit € E. Alors :

x€F < xe€Vect(erq1,...,6n) < ej(x)=---=¢€i(zx)=0
< z € Ker(e])N---NKer(e))

Ainsi, F = Ker(ef) N---NKer(el). Les formes linéaires e, ..., e’ sont non nulles donc leurs noyaux sont
des hyperplans de E. Ainsi, F' est 'intersection de r hyperplans de E, ce qu’il fallait démontrer. |
Exemple * Dans R3, Iintersection de deux plans vectoriels, dont les équations ne sont pas

proportionnelles, est une droite vectorielle.

* Réciproquement, toute droite vectorielle de R? peut étre réalisée comme l'intersection de deux
plans vectoriels de R3.
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