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I – Généralités

1) Définitions

Définition (application linéaire) Soit f ∈ FE . L’application f est dite linéaire si :

(Al)1 ∀x, y ∈ E, f(x+ y) = f(x) + f(y) (on dit que f préserve l’addition des vecteurs) ;

(Al)2 ∀λ ∈ K, ∀x ∈ E, f(λ · x) = λ · f(y) (on dit que f préserve la multiplication par les scalaires).

Exemple ? L’application f :

{
R −→ R
x 7−→ 3x

est linéaire.

Démonstration Pour tous λ, x, y ∈ R, on a :

f(x+ y) = 3(x+ y) = 3x+ 3y = f(x) + f(y) et f(λx) = 3(λx) = λ(3x) = λf(x),

ce qu’il fallait démontrer. �

? L’application identité IdE :

{
E −→ E
x 7−→ x

est linéaire.

Démonstration Pour tous λ ∈ K et x, y ∈ E, on a :

IdE(x+ y) = x+ y = IdE(x) + IdE(y) et IdE(λx) = λx = λ IdE(x),

ce qu’il fallait démontrer. �

? L’application nulle θ :

{
E −→ F
x 7−→ 0F

est linéaire.

Démonstration Pour tous λ ∈ K et x, y ∈ E, on a :

θ(x+ y) = 0F = 0F + 0F = θ(x) + θ(y) et θ(λx) = 0F = λ · 0F = λθ(x),

ce qu’il fallait démontrer. �

Proposition Soit f ∈ FE une application linéaire. Alors f(0E) = 0F .

Démonstration Comme 0E = 0E + 0E , on a d’après la propriété (Al1) :

f(0E) = f(0E + 0E) = f(0E) + f(0E)

Comme f(0E) est inversible dans le groupe (F,+), on en déduit bien que f(0E) = 0F . �

Remarque : par contraposition, si f ∈ FE est une application telle que f(0E) 6= 0F , alors f n’est pas
linéaire.

Exemple L’application f :

{
R3 −→ R

(x, y, z) 7−→ x− y + z + 2
n’est pas linéaire car f(0R3) = 2 6= 0R.

Remarque : par contre, la réciproque est fausse (il est possible que f(0E) = 0F sans que f ne soit
linéaire).

Exemple L’application f :

{
R −→ R
x 7−→ x2

est telle que f(0) = 0 mais elle n’est pas linéaire. En

effet, on a par exemple f(2) = 4 et f(1) + f(1) = 2 6= f(4).

En pratique, on peut unifier les deux points de la définition pour montrer qu’une application est linéaire.
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Proposition Une application f ∈ FE est linéaire si et seulement si :

∀λ ∈ K, ∀x, y ∈ E, f(x+ λy) = f(x) + λf(y) (∗)

On dit que f préserve les combinaisons linéaires.

Démonstration (=⇒) Supposons que f est linéaire (i.e. qu’elle vérifie les propriétés (Al)1 et (Al)2. Pour
tous λ ∈ K et x, y ∈ E, on a :

f(x+ λy)
(Al)1= f(x) + f(λy)

(Al)2= f(x) + λf(y)

Donc f vérifie la propriété (∗).
(⇐) Réciproquement, supposons que f vérifie (∗). En choisissant λ = 1 dans (∗), on obtient la propriété (Al)1.

D’après la démonstration de la proposition 1, on a f(0E) = 0F . En choisissant ensuite x = 0E dans (∗),
on obtient la propriété (Al)2. L’application f est donc linéaire. �

Exemple ? L’application f :

{
R2 −→ R2

(x, y) 7−→ (x− y, x+ y)
est linéaire.

Démonstration Soient λ ∈ R, X = (x, y) ∈ R2 et Y = (a, b) ∈ R2. Alors :

f(X + λY ) = f
(
(x, y) + λ(a, b)

)
= f

(
(x+ λa, y + λb)

)
=
(
x+ λa− (y + λb), x+ λa+ y + λb

)
=
(
x− y + λ(a− b), x+ y + λ(a+ b)

)
= (x− y, x+ y) + λ(a− b, a+ b)

= f(X) + λf(Y )

Ainsi, f est une application linéaire. �

? L’application τ :

{
R[X] −→ R
P 7−→ P (4)

est linéaire.

Démonstration Soient λ ∈ R et P,Q ∈ R[X]. Alors :

τ(P + λQ) = (P + λQ)(4) = P (4) + λQ(4) (par définition de P + λQ)

= τ(P ) + λτ(Q)

Donc τ est une application linéaire. �

? L’application D :

{
C∞(R,R) −→ C∞(R,R)

f 7−→ f ′
est linéaire.

Démonstration Ceci est une simple réécriture de la propriété de linéarité de la dérivation. �

? L’application t :

{
Mn(R) −→ Mn(R)
A 7−→ AT est linéaire.

Démonstration Ceci est une simple réécriture de la propriété de linéarité de la transposition. �

Remarque : par une récurrence immédiate, on peut montrer que si f ∈ FE est linéaire, alors pour
toute suite presque nulle (λi)i∈I ∈ KI et pour toute famille (xi)i∈I ∈ EI , on a :

f

(∑
i∈I

λixi

)
=
∑
i∈I

λif(xi)

Terminologie/notations :
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? On note L (E,F ) l’ensemble des applications linéaires de E vers F :

L (E,F ) =
{
f ∈ FE

∣∣ f linéaire
}

Exemple On a τ ∈ L (R[X],R).

? Lorsque E = F , on parle d’endomorphismes de E, l’ensemble associé est noté L (E) (au lieu de
L (E,E)).

Exemple On a t ∈ L (Mn(R)) et D ∈ L (C∞(R,R)).

? Si f ∈ L (E,F ) est bijective, on dit que f est un isomorphisme de E vers F . On note GL(E,F )
l’ensemble correspondant.

? Si f ∈ L (E) est bijective, on dit que f est un automorphisme de E, l’ensemble correspondant
est alors noté GL(E). On l’appelle le groupe linéaire de E

Exemple On a t ∈ GL(Mn(R)) car t est un endomorphisme de Mn(R) et car t◦c = IdMn(R).

... Exercice 1. Déterminer les endomorphismes de R (autrement dit, expliciter L (R)).
2. De même, déterminer L (R2).

2) Opérations sur les applications linéaires

On peut naturellement munir L (E,F ) d’une addition et d’une multiplication externe. Plus précisé-
ment, pour tous f, g ∈ L (E,F ) et tout λ ∈ K, l’application f + λg est définie par :

∀x ∈ E, (f + λg)(x) = f(x) + λg(x) ∈ F

et on vérifie facilement que f + λg ∈ L (E,F ).

Proposition L’ensemble L (E,F ) est un K-espace vectoriel.

Démonstration Il suffit de vérifier que L (E,F ) est un sous-espace vectoriel de l’espace vectoriel FE . Or
l’application nulle (que l’on notera désormais 0L (E,F )) est linéaire, et L (E,F ) est stable par combinaisons
linéaires. �

On dispose aussi des propriétés de stabilité suivantes.

Proposition (composition, réciproque) Soit (f, g) ∈ L (E,F )×L (F,G). Alors :

? g ◦ f ∈ L (E,G) ;

? et si f est bijective de E sur F , alors f−1 ∈ L (F,E).

Démonstration ? Soient λ ∈ K et x, y ∈ E. Alors :

(g ◦ f)(x+ λy) = g(f(x+ λy) = g(f(x) + λf(y)) (car f est linéaire)
= g(f(x)) + λg(f(y)) (car g est linéaire)
= (g ◦ f)(x) + λ(g ◦ f)(y)

Ainsi, g ◦ f ∈ L (E,G).
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? Soient λ ∈ K et X,Y ∈ F . Comme f est bijective de E sur F , il existe un unique couple (x, y) ∈ E2 tel
que f(x) = X et f(y) = Y . Ainsi :

f−1(X + λY ) = f−1(f(x) + λf(y)) = f−1(f(x+ λy)) (car f est linéaire)

= (f−1 ◦ f)(x+ λy)

= IdE(x+ λy)

= x+ λy

= f−1(X) + λf−1(Y )

Donc f−1 ∈ L (F,E). �

Corollaire Le triplet (L (E),+, ◦) est un anneau (en général non commutatif).

Démonstration On vérifie facilement que L (E) est un sous-anneau de (EE ,+, ◦), i.e. que :
? (L (E),+) est un sous-groupe de (EE ,+) ;
? L (E) est stable pour la composition des applications ;
? IdE ∈ L (E). �

Proposition (bilinéarité de la composition) L’application :{
L (E,F )×L (F,G) −→ L (E,G)

(f, g) 7−→ g ◦ f

est bilinéaire, i.e. :

∀λ ∈ K, ∀f1, f2 ∈ L (E,F ), ∀g ∈ L (F,G), g ◦ (f1 + λf2) = g ◦ f1 + λg ◦ f2 (∗)

et :
∀λ ∈ K, ∀f ∈ L (E,F ), ∀g1, g2 ∈ L (F,G), (g1 + λg2) ◦ f = g1 ◦ f + λg2 ◦ f (∗∗)

Démonstration Soient λ ∈ K, f1, f2 ∈ L (E,F ) et g1, g2 ∈ L (F,G).
? Soit x ∈ E. On a :(

g ◦ (f1 + λf2)
)
(x) = g

(
(f1 + λf2)(x)

)
= g(f1(x) + λf2(x))

= g(f1(x)) + λg(f2(x)) (car g ∈ L (F,G)

= (g ◦ f1)(x) + λ(g ◦ f2)(x)

= (g ◦ f1 + λg ◦ f2)(x),

ce qui prouve l’égalité (∗).
? De même, pour tout x ∈ E, on a :(

(g1 + λg2) ◦ f
)
(x) = (g1 + λg2)(f(x) = g1(f(x)) + λg2(f(x))

= (g1 ◦ f)(x) + λ(g2 ◦ f)(x)

= (g1 ◦ f + λg2 ◦ f)(x),

d’où l’égalité (∗∗). �
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Définition (itérées d’un endomorphisme) Soit u ∈ L (E). On définit la suite des itérées de
u par récurrence de la manière suivante :

? u0 = IdE ;

? pour tout k ∈ N, uk+1 = uk ◦ u.
Si u ∈ GL(E), alors on définit uk pour k ∈ N \ Z de la manière suivante :

∀k ∈ Z \ N, uk = (u−1)−k,

où u−1 est la bijection réciproque de u.

Par exemple, u3 = u ◦ u ◦ u.

Notation : si u, v ∈ L (E), l’application composée u ◦ v se note aussi uv.

Exemple Pour tout λ ∈ K∗, l’homothétie de rapport λ :

hλ :

{
E −→ E
x 7−→ λx

est un automorphisme de E et :
∀k ∈ Z, (hλ)k = hλk

II – Noyau et image d’une application linéaire

1) Préliminaire : images directe et réciproque

Une application préserve les combinaisons linéaires. Elle préserve également la structure d’espace vec-
toriel.

On rappelle que, si E′ et F ′ sont des sous-ensembles de E et F respectivement, alors :

— l’image directe de E′ par f est :

f(E′) =
{
y ∈ F

∣∣∃x ∈ E′, y = f(x)
}

=
{
f(x)

∣∣x ∈ E′}
— l’image réciproque de F ′ par f est :

f−1(F ′) =
{
x ∈ E

∣∣ f(x) ∈ F ′
}

Proposition (image directe/réciproque d’un sous-espace vectoriel) Soient E′ un sous-
espace vectoriel de E et F ′ un sous-espace vectoriel de F . Alors :

? f(E) est un sous-espace vectoriel de F ;

? f−1(F ) est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration ? Tout d’abord, on a clairement f(E′) ⊂ F .
— Comme E′ est un sous-espace vectoriel de E, on a 0E ∈ E′ et donc (par linéarité de f),

0F = f(0E) ∈ f(E′)
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— Soient λ ∈ K et X,Y ∈ f(E′). Il existe x, y ∈ E′ tel que f(x) = X et f(y) = Y . La linéarité de f
nous donne alors :

X + λY = f(x) + λf(y) = f(x+ λy)

et comme x + λy ∈ E′ (puisque E′ est un sous-espace vectoriel de E), on peut conclure que
X + λY ∈ f(E′).

Ainsi, f(E′) est un sous-espace vectoriel de F .
? Il est clair que f−1(F ′) ⊂ E′.

— On a f(0E) = 0F ∈ F ′ (car F ′ est un sous-espace vectoriel de F ) donc 0E ∈ f−1(F ′).
— Soient λ ∈ K et x, y ∈ f−1(F ′). Alors, par linéarité de f ,

f(x+ λy) = f(x) + λf(y) ∈ F ′

car x et y appartiennent à f−1(F ′) et car F ′ est un sous-espace vectoriel de F .
Ainsi, f−1(F ′) est un sous-espace vectoriel de E. �

Exemple L’ensemble A =
{
P ∈ R[X]

∣∣P (1) = P (2)
}
est un sous-espace vectoriel de R[X].

Démonstration On introduit l’application :

ϕ :

{
R[X] −→ R
P 7−→ P (1)− P (2)

On vérifie alors que ϕ ∈ L (R[X],R). Ensuite, A = ϕ−1({0}) et {0} est un sous-espace vectoriel de R, l’ensemble
A est un sous-espace vectoriel de R[X]. �

2) Image et noyau d’une application linéaire

(a) Définitions

Proposition/définition (noyau d’une application linéaire) Soit f ∈ L (E,F ).

? On appelle noyau de f le sous-espace vectoriel de E suivant :

Ker(f) =
{
x ∈ E

∣∣ f(x) = 0F
}

? On appelle image de f le sous-espace vectoriel de F suivant :

Im(f) =
{
f(x)

∣∣x ∈ E}
Démonstration On a les égalités :

Ker(f) = f−1({0F }) et Im(f) = f(E)

Or {0F } et E sont des sous-espaces vectoriels de F et de E respectivement donc Ker(f) et Im(f) sont des
sous-espaces vectoriels de E et de F d’après la proposition précédente. �

Exemple ? Le noyau de D :

{
R[X] −→ R[X]
P 7−→ P ′

est Ker(D) = R0[X], son image est R[X].

? Le noyau de εa :

{
R[X] −→ R
P 7−→ P (0)

est Vect(X), son image est R.

... Exercice Déterminer le noyau et l’image de f :

{
R2 −→ R2

(x, y) 7−→ (x− y, x+ y)
.

(b) Propriétés

L’intérêt du noyau et de l’image réside dans la proposition suivante.
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Proposition Soit f ∈ L (E,F ). Alors :

? f est injective si et seulement si Ker(f) = {0E} ;
? f est surjective si et seulement si Im(f) = F .

Démonstration ? On raisonne par double implication.
— Supposons que f soit injective. Pour tout x ∈ E, on a :

x ∈ Ker(f) ⇐⇒ f(x) = 0F ⇐⇒ f(x) = f(0E) (car f est linéaire)
⇐⇒ x = 0E

car f est surjective. On a donc bien Ker(f) = {0E}.
— Supposons que Ker(f) = {0E}. Soient x, y ∈ E tel que f(x) = f(y). On a alors f(x) − f(y) = 0E ,

i.e. f(x − y) = 0F par linéarité de f . Autrement dit, x − y ∈ Ker(f). L’hypothèse entraîne que
x− y = 0E , i.e. x = y. Ainsi, f est injective.

? On sait que f est surjective si et seulement si f(E) = F , d’où le résultat puisque Im(f) = f(E). �

Exemple L’application linéaire f :

{
R2[X] −→ R[X]
P 7−→ 2P −XP ′ n’est pas injective.

Démonstration Le calcul du noyau montre que Ker(f) = Vect(X) 6= {0R2[X]}. �

Le résultat suivant permet de calculer en pratique l’image d’une application linéaire, dès lors que l’on
dispose d’une famille génératrice de E.

Proposition (calcul de Im(f)) Soient (ei)i∈I une famille génératrice de E et f ∈ L (E,F ).
Alors :

Im(f) = Vect(f(ei))i∈I

Démonstration Soit y ∈ F . Alors :

y ∈ Im(f) ⇐⇒ ∃x ∈ E, y = f(x)

⇐⇒ ∃ (λi) ∈ K(I), y = f

(∑
i∈I

λiei

)

⇐⇒ ∃ (λi) ∈ K(I), y =
∑
i∈I

λif (ei) (car f est linéaire)

⇐⇒ y ∈ Vect(f(ei))i∈I ,

d’où l’égalité annoncée. �

Exemple L’application linéaire f :

{
R3 −→ R2

(x, y, z) 7−→ (2x+ y, y − z) est surjective.

Démonstration Comme
(
(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)

)
est une base de R3, on a :

Im(f) = Vect
(
f(1, 0, 0), f(0, 1, 0), f(0, 0, 1)

)
= Vect

(
(2, 0), (1, 1), (0,−1)

)
= Vect

(
(1, 0), (1, 1), (0, 1)

)
= Vect

(
(1, 0), (0, 1)

)
(car (1, 1) = (1, 0) + (0, 1))

= R2

donc l’application f est surjective. �
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III – Il en faut peu pour connaître une application linéaire

1) Préliminaire : formes linéaires coordonnées

Dans ce paragraphe, on suppose que E est muni d’une base B = (ei)i∈I .

Définition (forme coordonnée) Soit i ∈ I. On appelle forme linéaire coordonnée d’indice i,
notée e∗i , l’application qui à tout vecteur x de E associe la coordonnée de x selon le vecteur ei dans
la base B. Pour tout x ∈ E, on a donc :

x =
∑
i∈I

e∗i (x)︸ ︷︷ ︸
∈K

ei

On dispose des propriétés suivantes.

Proposition (propriétés de e∗i ) ? On a :

∀i, j ∈ I, e∗i (ej) = δi,j

? Pour tout i ∈ I, on a e∗i ∈ L (E,K).

Démonstration ? Soit i ∈ I. On a :

ei = ei +
∑

j∈I\{i}

0 · ej

donc, par définition de e∗i (ei), on a bien e∗i (ei) = 1. De plus, pour tout j ∈ I \ {i}, on a :

ei = ei + 0 · ej +
∑

k∈I\{i,j}

0 · ek

donc e∗j (ei) = 0.
? Soient λ ∈ K et x, y ∈ E. Par définition des formes linéaires coordonnées, on a :

x+ λy =
∑
i∈I

e∗i (x+ λy)ei

et :

x+ λy =
∑
i∈I

e∗i (x)ei + λ
∑
i∈I

e∗i (y)ei =
∑
i∈I

(e∗i (x) + λe∗i (y))ei

Par unicité des coordonnées d’un vecteur dans une base, on peut conclure que :

∀i ∈ I, e∗i (x+ λy) = e∗i (x) + λe∗i (y),

ce qu’il fallait démontrer. �

2) Détermination d’une application linéaire

9
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Théorème (détermination d’une application linéaire par l’image d’une base) Soient
B = (ei)i∈I ∈ EI une base de E et F = (fi)i∈I ∈ F I une famille quelconque de vecteurs de F .
Alors il existe une unique application linéaire f de E vers F telle que :

∀i ∈ I, f(ei) = fi

Démonstration On raisonne par analyse-synthèse.
? Soit x ∈ E. En notant e∗i la forme coordonnée de E selon ei, on a :

x =
∑
i∈I

e∗i (x)ei

S’il existe f ∈ L (E,F ) telle que f(ei) = fi pour tout i ∈ I, on a par linéarité de f ,

f(x) = f

(∑
i∈I

e∗i (x)ei

)
=
∑
i∈I

e∗i (x)f(ei) =
∑
i∈I

e∗i (x)fi

Ainsi, si une telle application linéaire existe, alors celle-ci est uniquement déterminée.

? Considérons l’application f =
∑
i∈I

e∗i fi : E −→ F . Cette application est linéaire car les formes coordonnées

le sont. �

... Exercice Soient e1 = (1, 1, 1), e2 = (1, 1, 0) et e3 = (1, 0, 0). Montrer qu’il existe une unique
application linéaire de R3 dans R2 vérifiant :

f(e1) = (1, 1), f(e2) = (1,−1) et f(e3) = (2, 1)

Déterminer l’expression de f .

3) Image d’une base et Truc-jectivité

Proposition (lien entre injectivité/surjectivité et l’image d’une base) On suppose que
E possède une base (ei)i∈I . Soit f ∈ L (E,F ). Alors :

? f est surjective si et seulement si
(
f(ei)

)
i∈I est une famille génératrice de F ;

? f est injective si et seulement si
(
f(ei)

)
i∈I est libre ;

? f est un isomorphisme de E sur F si et seulement si
(
f(ei)

)
i∈I est une base de F .

Démonstration ? Comme (ei)i∈I est une famille génératrice de E, on sait que :

Im(f) = Vect
(
f(ei)

)
i∈I

donc :

f surjective ⇐⇒ Im(f) = F ⇐⇒ Vect
(
f(ei)

)
i∈I = F

⇐⇒
(
f(ei)

)
i∈I est une famille génératrice de F

? On raisonne par double implication.

10
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=⇒ Supposons que f soit injective et montrons que
(
f(ei)

)
i∈I est libre. Soit (λi)i∈I ∈ K(I) telle que :

∑
i∈I

λif(ei) = 0F

Comme f est linéaire, cette égalité se réécrit :

f

(∑
i∈I

λiei

)
= 0F

Ainsi,
∑
i∈I

λiei ∈ Ker(f) et comme f est injective, on a
∑
i∈I

λiei = 0E . La liberté de la famille (ei)i∈I

permet de conclure :
∀i ∈ I, λi = 0K,

ce qu’il fallait démontrer.
⇐= Réciproquement, supposons que la famille

(
f(ei)

)
i∈I soit libre et montrons que f est injective, i.e.

que Ker(f) = {0E}. Soit x ∈ Ker(f). L’égalité f(x) = 0F se réécrit, par linéarité de f ,

f

(∑
i∈I

xiei

)
=
∑
i∈I

e∗i (x)f(ei) = 0F

La famille
(
f(ei)

)
i∈I est libre donc :

∀i ∈ I, e∗i (x) = 0

puis :

x =
∑
i∈I

e∗i (x)ei =
∑
i∈I

0 · ei = 0E

Ceci montre l’inclusion Ker(f) ⊂ {0E}. L’inclusion réciproque est immédiate (puisque Ker(f) est
un sous-espace vectoriel de E), on a bien Ker(f) = {0E}, ce qui signifie que f est injective.

? C’est une conséquence immédiate des deux premiers points. �

Exemple Soient n ∈ N∗ et (x1, . . . , xn) ∈ Kn une famille de scalaires deux à deux distincts.
L’application :

f :

{
Kn−1[X] −→ Kn

P 7−→ (P (x1), . . . , P (xn))

est un isomorphisme de Kn−1[X] sur Kn.

Démonstration ? On vérifie facilement que f est linéaire.
? Si L = (L1, . . . , Ln) est la famille des polynômes de Lagrange associée à (x1, . . . , xn), on sait que L est

une base de Kn−1[X]. De plus, l’image de cette base par f est la base canonique de Kn car :

∀(i, j) ∈ J1, nK2, Li(xj) = δi,j

Donc f est bijective. �

Le résultat suivant est très utile en pratique.

Corollaire (cas particulier de la dimension finie) On suppose que les espaces vectoriels E
et F sont de même dimension finie et f ∈ L (E,F ). Alors :

f injective ⇐⇒ f surjective ⇐⇒ f bijective

11
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Démonstration Posons n = dim(E) = dim(F ) ∈ N∗. La famille f(B) (de vecteurs de F ) est constituée de
n = dim(F ) vecteurs donc :

f(B) est libre ⇐⇒ f(B) est génératrice de F ⇐⇒ f(B) est une base de F,

i.e. :
f injective ⇐⇒ f surjective ⇐⇒ f bijective

en utilisant la proposition précédente. �

Exemple L’application Ψ :

{
R2[X] −→ R3

P 7−→ (P (0), P (1))
est un isomorphisme d’espaces vecto-

riels.

Démonstration On vérifie que Ψ est linéaire puis qu’elle est injective. Comme les espaces vectoriels R2[X]
et R3 sont de même dimension finie (égale à 3), l’injectivité entraîne la bijectivité de l’application d’après le
corollaire. �

Corollaire On suppose que E est un K-espace vectoriel de dimension finie. Soit f ∈ L (E). Les
assertions suivantes sont équivalentes :

(i) f ∈ GL(E) ;

(ii) f est inversible à gauche (i.e. : ∃ g ∈ L (E), g ◦ f = IdE) ;

(iii) f est inversible à droite (i.e. : ∃ g ∈ L (E), f ◦ g = IdE).

Démonstration ? Montrons que (i) ⇐⇒ (ii). Supposons que f soit inversible à gauche. Il existe
donc g ∈ L (E) tel que g ◦ f = IdE . Déterminons le noyau de f . Soit x ∈ Ker(f). Alors f(x) = 0E puis
g(f(x)) = g(0E) = 0E (par linéarité de f). Ainsi :

x = IdE(x) = (g ◦ f)(x) = g(f(x)) = 0E

On obtient l’inclusion Ker(f) ⊂ {0E}. L’inclusion réciproque étant immédiate, il vient Ker(f) = {0E}.
Ainsi, f est injective et donc bijective (car f est un endomorphisme de E, l’espace vectoriel E étant de
dimension finie). Autrement dit, f ∈ GL(E). Ceci montre que (ii) =⇒ (i), d’où l’équivalence annoncée
(la réciproque étant immédiate).

? Montrons que (i) ⇐⇒ (iii). Supposons que f soit inversible à droite et soit g ∈ L (E) tel que f ◦g = IdE .
Pour tout x ∈ E, on a :

x = IdE(x) = (f ◦ g)(x) = f(g(x))

donc g(x) ∈ E est un antécédent de x par f dans E. Par conséquent, f est surjective. On conclut que f
est bijective comme au point précédent.

Les assertions (i), (ii) et (iii) sont donc équivalentes. �

4) Espaces isomorphes

Définition (espaces vectoriels isomorphes) Les espaces vectoriels E et F sont dits iso-
morphes s’il existe un isomorphisme f ∈ L (E,F ) de E sur F .

Exemple D’après le dernier exemple traité, les espace vectoriels R2[X] et R3 sont isomorphes.

On s’intéresse aux espaces isomorphes de dimension finie.

12
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Proposition (caractérisation des espaces isomorphes en dimension finie) ? Si E est
de dimension finie et si E et F sont isomorphes, alors F est de dimension finie et dim(F ) =
dim(E).

? Réciproquement, si E et F sont de même dimension finie, alors E et F sont isomorphes.

Démonstration ? On suppose que E est de dimension finie notée n ∈ N∗ et qu’il existe une isomor-
phisme f ∈ L (E,F ) de E sur F . Soit (e1, . . . , en) une base de E. Comme f est bijective, (f(e1), . . . , f(en))
est une base de F . Donc F est de dimension finie et dim(F ) = n = dim(E).

? Réciproquement, supposons que E et F soient de même dimension finie n ∈ N∗ et soient B = (e1, . . . , en)
et C = (f1, . . . , fn) deux bases de E et F respectivement. On sait qu’il existe une (unique) application
linéaire f ∈ L (E,F ) telle que :

∀i ∈ J1, nK, f(ei) = fi

Autrement dit, f(B) = C donc l’image d’une base de E par f est une base de F . Par conséquent, f est
un isomorphisme de E sur F et donc E et F sont des espaces vectoriels isomorphes. �

Exemple Les espaces vectoriels M3,2(K), K6 et K5[X] sont deux à deux isomorphes.

Remarque : si E et F sont de dimensions finies différentes, alors il n’existe pas d’application linéaire
bijective de E sur F . Par exemple :{

f ∈ L (M2(R),R3)
∣∣ f bijective

}
= ∅

Le résultat précédent montre donc qu’il n’existe un et un seul K-espace vectoriel de dimension n, à
isomorphisme près.

Corollaire Si E est un K-espace vectoriel de dimension n ∈ N∗, alors E est isomorphe à Kn.

Démonstration Les espaces vectoriels E et Kn sont de même dimension finie (égale à n). �

Exemple ? L’espace Kn[X] est isomorphe à Kn+1.

? L’espace Mn,p(K) est isomorphe à Knp.

5) Dimension de L (E,F )

On sait que (L (E,F ),+, ·) a une structure de K-espace vectoriel.

Théorème (dimension de L (E, F )) On suppose que E et F sont de dimensions finies. Alors
L (E,F ) est de dimension finie égale à :

dim(L (E,F )) = dim(E)× dim(F )

13
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Démonstration Si E = {0E}, alors L (E,F ) =
{

0L (E,F )} donc la formule annoncée est vraie. Supposons
maintenant que E 6= {0E}. Posons n = dim(E) ∈ N∗ et considérons une base (e1, . . . , en) de E. On vérifie
facilement que :

ϕ :

{
L (E,F ) −→ Fn

f 7−→ (f(e1), . . . , f(en))

est une application linéaire. De plus, on sait que :

∀(f1, . . . , fn) ∈ Fn, ∃ ! f ∈ L (E,F ), ϕ(f) = (f1, . . . , fn) (section III-3))

Autrement dit, ϕ est bijective de L (E,F ) sur Fn donc les espaces vectoriels L (E,F ) et Fn sont isomorphes.
Or l’espace vectoriel :

Fn = F × · · · × F (n fois)

est de dimension finie (car F l’est) égale à dim(Fn) = ndim(F ). On en déduit que L (E,F ) est de dimension
finie égale à :

dim(L (E,F )) = ndim(F ) = dim(E) dim(F ),

ce qu’il fallait démontrer. �

6) Détermination d’une application linéaire sur une somme directe

On définit ici une application linéaire, non pas par l’image d’une base, mais par ses restrictions sur
deux sous-espaces vectoriels de E.

Théorème On suppose que E1 et E2 sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E (i.e.
E = E1 ⊕ E2). Soient f1 ∈ L (E1, F ) et f2 ∈ L (E2, F ). Il existe une unique application linéaire
f ∈ L (E,F ) telle que :

f |E1 = f1 et f |E2 = f2

Démonstration On sait par hypothèse que E = E1⊕E2 donc tout vecteur de E s’écrit de manière unique
comme la somme d’un vecteur de E1 et d’un vecteur de E2. On raisonne par analyse-synthèse.

? Analyse : soient f ∈ L (E,F ) tel que f |E1 = f1 et f |E2 = f2 et x ∈ E. Il existe un unique couple
(x1, x2) ∈ E1 × E2 tel que x = x1 + x2 et alors, par linéarité de f ,

f(x) = f(x1) + f(x2) = f1(x1) + f2(x2)

L’application f est donc uniquement déterminée par :

f :

{
E = E1 ⊕ E2 −→ F
x = x1 + x2 7−→ f1(x1) + f2(x2)

(∗)

? Synthèse : considérons l’application f définie par (∗).
— Pour tout x ∈ E1, on a :

f(x1) = f( x1︸︷︷︸
∈E1

+ 0E︸︷︷︸
∈E2

) = f1(x1) + f2(0E) = f1(x1)

car f2 est linéaire. Ainsi, f |E1
= f1. De la même manière, on a f |E2

= f2.
— Montrons maintenant que f est linéaire. Soient x = x1 + x2 et y = y1 + y2 deux vecteurs de E (où

x1, y1 ∈ E1 et x2, y2 ∈ E) et λ ∈ K. Alors :

x+ λy = (x1 + λy1) + (x2 + λy2)

Comme x1 + λy1 ∈ E2 et x2 + λy2 ∈ E2, on a par définition de f :

f(x+ λy) = f1(x1 + λy1) + f2(x2 + λy2)

= f1(x1) + λu1(y1) + f2(x2) + λf2(y2) (car f1 et f2 sont linéaires)
= (f1(x1) + f2(x2)) + λ(f1(y1) + f2(y2))

= f(x) + λf(y)

Ainsi, f ∈ L (E,F ). �
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Exemple On a la décomposition R3[X] = R2[X]⊕Vect(X3) et on peut vérifier que les applications :

ϕ1 :

{
R2[X] −→ R[X]
P 7−→ P ′

et ϕ2 :

{
Vect(X3) −→ R[X]
λX3 7−→ λX

sont linéaires. D’après le théorème précédent, il existe une unique application ϕ ∈ L (R3[X],R[X])
telle que ϕ|R2[X] = ϕ1 et ϕ|Vect(X3) = ϕ2. Il s’agit de l’application :

ϕ :

{
R3[X] −→ R[X]

aX3 + bX2 + cX + d 7−→ aX + 2bX + c

IV – Rang d’une application linéaire

1) Définition

Définition (rang) Soit f ∈ L (E,F ). Si Im(f) est de dimension finie, alors on appelle rang de
f , noté rg(f), la dimension de l’espace vectoriel Im(f), i.e. :

rg(f) = dim(Im(f))

Remarques : on suppose que Im(f) est de dimension finie.

? Comme Im(f) = f(E), on a :
rg(f) = dim(f(E))

? Si G est une famille génératrice de E, alors :

Im(f) = Vect(f(G )) donc rg(f) = rg(f(G )) (rang d’une famille de vecteurs)

? Le rang est toujours bien défini si F est de dimension finie.

2) Propriétés du rang

Le rang permet de caractériser l’injectivité et la surjectivité d’une application linéaire.

Proposition On suppose que E et F sont de dimension finie. Soit f ∈ L (E,F ). On a les
équivalences suivantes :

? rg(f) 6 min(dim(E),dim(F )) ;

? f est injective ⇐⇒ rg(f) = dim(E) ;

? f est surjective si et seulement si rg(f) = dim(F ) ;

? f est bijective si et seulement si rg(f) = dim(E) = dim(F ).

Démonstration On pose n = dim(E) ∈ N∗ et on considère une base B de E.
? On sait que :

rg(f) = rg(f(B))

Or f(B) est une famille de n vecteurs de F donc, d’après les propriétés sur le rang d’une famille de
vecteurs, on a :

rg(f(B)) 6 min(n, dim(F )) i.e. rg(f) 6 min(dim(E),dim(F ))
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? On sait que f est injective si et seulement si la famille f(B) est libre, i.e. si et seulement si :

rg(f(B)) = Card(f(B)) = n = dim(E),

d’où le deuxième point.
? Comme Im(f) est un sous-espace vectoriel de F (qui est de dimension finie), on a :

rg(f) = dim(F ) ⇐⇒ dim(Im(f)) = dim(F ) ⇐⇒ Im(f) = F

⇐⇒ f est surjective

? C’est une conséquence des deux points précédents. �

... Exercice Calculer le rang des applications linéaires suivantes :

1. f :

{
R2 −→ R3

(x, y) 7−→ (x, y, x+ y)

2. g :

{
R2[X] −→ R2[X]
P 7−→ 2P−X P′

Que peut-on en déduire ?

Une solution.

1. Une base de R2 est
(
(1, 0), (0, 1)

)
donc :

Im(f) = Vect
(
f(1, 0), f(0, 1)

)
= Vect

(
(1, 0, 1), (0, 1, 1)

)
On peut vérifier que la famille ((1, 0, 1), (0, 1, 1)) est libre donc rg(f) = 2. On en déduit que f est injective
(car le rang est égal à la dimension de R2) et que f n’est pas surjective.

2. Une base de R2[X] est (1, X,X2) donc :

Im(g) = Vect(g(1), g(X), g(X2)) = Vect(2, X, 0R2[X]) = Vect(1, X) = R1[X]

donc rg(g) = 2. Comme dim(R2[X]) = 3, l’application f n’est ni injective, ni surjective.

3) Rang d’une composition

Remarque : si ϕ ∈ L (E,F ) et si E′ est un sous-espace vectoriel de E, alors ϕ|E′ ∈ L (E′, F ) et :

dim(ϕ(E′)) = dim(ϕ|E′(E′)) = rg(ϕ|E′)

Proposition (rang d’une composée) Soient u ∈ L (E,F ) et v ∈ L (F,G), où E, F et G sont
de dimensions finies. Alors :

? rg(v ◦ u) 6 min(rg(u), rg(v)) ;

? si u est un isomorphisme de E sur F , alors rg(v ◦ u) = v ;

? si v est un isomorphisme de F sur G, alors rg(v ◦ u) = u.

Démonstration ? Il s’agit de montrer que rg(v ◦ u) 6 rg(u) et rg(v ◦ u) 6 rg(v).
— Comme u(E) ⊂ F , on a v(u(E)) ⊂ v(F ) donc :

dim((v ◦ u)(E)) 6 dim(v(F )) i.e. rg(v ◦ u) 6 rg(v)

— De plus, en utilisant la remarque précédente,

rg(v ◦ u) = dim(v(u(E)) = rg(v|u(E)) 6 dim(u(E)),

la majoration provenant de la proposition précédente (premier point). Ainsi, rg(v ◦ u) 6 rg(u).
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On en déduit que rg(v ◦ u) 6 min(rg(u), rg(v)).
? Si u soit bijective de E sur F , alors u est surjective donc :

(v ◦ u)(E) = v(u(E)) = v(F ) puis dim((v ◦ u)(E)) = dim(v(F )),

i.e. rg(v ◦ u) = rg(v).
? Supposons maintenant que v soit bijective de F sur G. L’application linéaire v|u(E) est injective (car v

l’est) donc :
rg(v ◦ u) = rg(v|u(E)) = dim(u(E))

en utilisant la remarque ci-dessus et le deuxième point de la remarque précédente. Autrement dit, rg(v ◦
u) = rg(u). �

4) Le théorème du rang

Le théorème qui suit fait le lien entre le noyau et l’image d’une application linéaire.

Théorème (forme géométrique du théorème du rang) Soient E et F deux K-espaces vec-
toriels (de dimensions quelconques) et f ∈ L (E,F ). Si Ker(f) possède un supplémentaire S dans
E, alors la restriction f |S de f à S induit un isomorphisme d’espaces vectoriels de S sur Im(f).

Démonstration Comme f est linéaire, la restriction de f à S est linéaire ; de plus, cette application est
clairement à valeurs dans Im(f). Montrons maintenant que f |S à bijective.

? Pour tout x ∈ S, on a :

x ∈ Ker(f |S) ⇐⇒ f |S(x) = 0F ⇐⇒ f(x) = 0F ⇐⇒ x ∈ S ∩Ker(f) ⇐⇒ x ∈ {0E}

car E = S ⊕ Ker(f) (en particulier, S et Ker(f) sont donc en somme directe dans E). Ainsi, f |S est
injective.

? Soit y ∈ Im(f). Par définition de l’image, il existe x ∈ E tel que y = f(x). Comme E = S ⊕ Ker(f)„ il
existe (s, k) ∈ S ×Ker(f) tel que x = s+ k. Par linéarité de f , on a :

y = f(s+ k) = f(s) + f(k) = f(s) + 0F = f(s) = f |S(s)

car s ∈ S. Ainsi, s est un antécédent de y par l’application f |S dans S. Cette application est donc
surjective.

Finalement, f |S est un isomorphisme d’espaces vectoriels de S sur Im(f). �

Une conséquence directe est la formule du rang.

Corollaire (formule du rang) On suppose que E est de dimension finie. Soit f ∈ L (E,F ).
Alors :

dim(E) = dim(Ker(f)) + rg(f)

Démonstration ? Comme Ker(f) est un sous-espace vectoriel de E, il est de dimension finie. De plus,
si (e1, . . . , en) est une base de E (où n = dim(E)), on sait que Im(f) = Vect(f(e1), . . . , f(en)). Par
conséquent, Im(f) est de dimension finie.

? Comme E est de dimension finie, Ker(f) possède un supplémentaire S dans E (cf. chapitre 22). D’après le
théorème du rang, la restriction f |S : S −→ Im(f) est un isomorphisme d’espaces vectoriels. Les espaces
vectoriels S et Im(f) étant de dimension finie, on a dim(S) = dim(Im(f)). Or :

dim(E) = dim(S) + dim(Ker(f)),

d’où la formule du rang. �

Exemple Si f ∈ L (M2(R),R3) est surjective, alors Ker(f) est une droite vectorielle.

Démonstration Si f est surjective, alors dim(Im(f)) = 3 donc (formule du rang) :

dim(Ker(f)) = dim(M2(R))− dim(Im(f)) = 1,

ce qu’il fallait démontrer. �
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V – Deux familles d’endomorphismes particuliers de E

Soit E un K-espace vectoriel (de dimension finie ou infinie).

1) Projecteur (ou projection) de E

(a) Projecteur (ou projection) sur F parallèlement à G

Définition (projecteur sur F parallèlement à G) Soient F et G deux sous-espaces vecto-
riels de E tels que E = F ⊕G. On rappelle alors que :

∀x ∈ E, ∃ ! (xF , xG) ∈ F ×G, x = xF + xG

On appelle projecteur (ou projection) sur F parallèlement à G l’application :

p :

{
E = F ⊕G −→ E
x = xF + xG 7−→ xF

Exemple Dans R2, on peut vérifier que :

R2 = Vect
(
(0, 1)

)
⊕Vect

(
(2, 1)

)
et que :

∀(x, y) ∈ R2, (x, y) =
(
y − x

2

)
(0, 1) +

x

2
(2, 1)

Ainsi, en posant F = Vect
(
(0, 1)

)
et G = Vect

(
(2, 1)

)
:

? le projecteur sur F parallèlement à G est p :

{
R2 −→ R2

(x, y) 7−→
(

0, y − x

2

) ;

? le projecteur sur G parallèlement à F est q :

{
R2 −→ R2

(x, y) 7−→
(
x,
x

2

) .

Remarque : si pF (respectivement pG) est le projecteur sur F (respectivement sur G) parallèlement
à G (respectivement à F ), alors :

pF + pG = IdE

(b) Propriétés

Proposition Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E tels que E = F ⊕ G et soit p le
projecteur sur F parallèlement à G. Alors :

? p ∈ L (E) ;

? p est une application idempotente, i.e. que p2 = p ;

? Im(p) = Ker(p− IdE) = F et Ker(p) = G ;

? E = Im(p)⊕Ker(p).

Remarque : si ϕ ∈ L (E,F ) et si λ ∈ K, alors :

Ker(ϕ+ λ IdE) =
{
x ∈ E

∣∣ (ϕ+ λ IdE) = 0F
}

=
{
x ∈ E

∣∣ϕ(x) + λx = 0F
}

=
{
x ∈ E

∣∣ϕ(x) = −λx
}
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En particulier :
Ker(p− IdE) =

{
x ∈ E

∣∣ p(x) = x
}

est l’ensemble des points fixes de p.

Démonstration ? Soient x = xF + xG ∈ E, y = yF + yG (où xF , yF ∈ F et xG, yG ∈ G) et λ ∈ K.
Alors :

x+ λy = (xF + xG) + λ(yF + yG) = (xF + λyF )︸ ︷︷ ︸
∈F

+ (xG + λyG)︸ ︷︷ ︸
∈G

et donc, par définition de p,
p(x+ λy) = xF + λxF = p(x) + λp(y)

Ainsi, p est linéaire, i.e. p ∈ L (E).
? Soit x = xF + xG ∈ E (où xF ∈ F et xG ∈ G). Alors p(x) = xF donc :

(p ◦ p)(x) = p(p(x)) = p(xF ) = p( xF︸︷︷︸
∈F

+ 0E︸︷︷︸
∈G

) = xF = p(xF )

Ainsi, p ◦ p = p, i.e. p2 = p.
? Soit x = xF + xG ∈ E (où xF ∈ F et xG ∈ G). Alors :

x ∈ Ker(p− IdE) ⇐⇒ p(x) = x ⇐⇒ xF = xF + xG ⇐⇒ xG = 0E ⇐⇒ x = xF

Ceci montre l’égalité Ker(p − IdE) = F . De plus, on a clairement l’inclusion Im(p) ⊂ F (par définition
de p), et si x ∈ F , alors p(x) = x (car xF = x et xG = 0E) donc Im(p) ⊂ F . Par double inclusion, on a
l’égalité Im(p) = F .
Avec les mêmes notations, on a également :

x ∈ Ker(p) ⇐⇒ p(x) = 0E ⇐⇒ xF = 0E ⇐⇒ x = xG ⇐⇒ x ∈ G

donc Ker(p) = G.
? Cette décomposition est une simple réécriture de l’égalité E = F ⊕G. �

(c) Projecteur de E : définition générale

Définition (projecteur de E) Soit p ∈ EE . On dit que p est un projecteur (ou une projection)
de E si :

? p ∈ L (E) ;

? p est idempotente, i.e. p2 = p.

Exemple ? L’application IdE est un projecteur de E.

? L’application p :

{
R2 −→ R2

(x, y) 7−→ (x, 0)
est un projecteur de R2.

? L’application q :

 R2 −→ R2

(x, y) 7−→
(
x+ y

2
,
x+ y

2

)
est un projecteur de R2.

Le lien avec la définition géométrique de projecteur est le suivant.

Proposition Soit p ∈ L (E) un projecteur de E. Alors p est le projecteur sur Im(p) parallèlement
à Ker(p).

Démonstration Posons F = Im(p) et G = Ker(p).
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? Montrons que E = Im(p)⊕Ker(p).
— Pour tout x ∈ E, on a x = p(x) + (x− p(x)) ∈ Im(p) +Ker(p) car p(x) ∈ Im(p) et x− p(x) ∈ Ker(p)

car, par linéarité puis idempotence de p, on a :

p(x− p(x)) = p(x)− p(p(x)) = p(x)− p(x) = 0E

On a donc l’inclusion E ⊂ Im(p)+Ker(p), et comme l’inclusion réciproque est évidente, on a l’égalité
E = Im(p) + Ker(p).

— Soit x ∈ Im(p)∩Ker(p). Comme x ∈ Im(p), il existe y ∈ E tel que x = p(y) et comme x ∈ Ker(p), on a
p(x) = 0E , i.e. p(p(y)) = 0E . Or p est idempotente donc x = p(y) = 0E . Ainsi, Im(p)∩Ker(p) ⊂ {0E}
et comme l’inclusion réciproque est immédiate, on a l’égalité Im(p) ∩Ker(p) = {0E}.

Finalement, E = Im(p)⊕Ker(p).
? Comme on a :

p :

{
E = F ⊕G −→ E

x = p(x) + (x− p(x)) 7−→ p(x)
,

l’application p est bien le projecteur sur F parallèlement à G. �

2) Symétrie (vectorielle) de E

(a) Symétrie (vectorielle) par rapport à F parallèlement à G

Définition (symétrie par rapport à F parallèlement à G) Soient F et G deux sous-
espaces vectoriels de E tels que E = F ⊕ G. On appelle symétrie (vectorielle) par rapport à F
parallèlement à G l’application :

s :

{
E = F ⊕G −→ E
x = xF + xG 7−→ xF − xG

Exemple Dans R2, on a la décomposition :

R2 = Vect
(
(0, 1)

)
⊕Vect

(
(2, 1)

)
et :

∀(x, y) ∈ R2, (x, y) =
(
y − x

2

)
(0, 1) +

x

2
(2, 1)

La symétrie par rapport à F = Vect
(
(0, 1)

)
parallèlement à G = Vect

(
(2, 1)

)
est l’application :

s :

{
R2 −→ R2

(x, y) 7−→ (−x, y − x)

Remarque : en notant s la symétrie par rapport à F parallèlement à G et pF (respectivement pG) le
projecteur sur F (respectivement G) parallèlement à G (respectivement F ), on a les relations :

s = pF − pG = IdE − 2pF = 2pF − IdE

(b) Propriétés

Proposition Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E tels que E = F ⊕ G et soit s la
symétrie par rapport à F parallèlement à G. Alors :

? s est une application involutive, i.e. que s2 = IdE ;

? s ∈ GL(E) et s−1 = s ;

? Ker(s− IdE) = F et Ker(s+ IdE) = G ;

? E = Ker(s− IdE)⊕Ker(s+ IdE).
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Démonstration

? Soit x = xF + xG ∈ E (où xF ∈ F et xG ∈ G. Par définition de s, on a :

(s ◦ s)(x) = s(s(x)) = s(xF − xG) = s
(
xF︸︷︷︸
∈F

+ (−xG)︸ ︷︷ ︸
∈G

)
= xF − (−xG) = xF + xG = s(x)

donc s2 = IdE .

? Comme s ◦ s = IdE , l’application s est bijective d’inverse s−1 = s. Montrons maintenant que s est linéaire.
Soient x = xF + xG et y = yF + yG deux vecteurs de E (où xF , yF ∈ F et xG, yG ∈ G) et λ ∈ K. Alors :

x+ λy = (xF + λyF )︸ ︷︷ ︸
∈F

+ (xG + λyG)︸ ︷︷ ︸
∈G

Par définition de s, on a :

s(x+ λy) = (xF + λyF )− (xG + λyG) = (xF − xG) + λ(yF − yG) = s(x) + λs(y)

Donc s est linéaire. Finalement, s est un automorphisme de E, i.e. s ∈ GL(E).

? Soit x = xF + xG ∈ E (où xF ∈ F et xG ∈ G. On a :

x ∈ Ker(s− IdE) ⇐⇒ s(x) = x ⇐⇒ xF − xG = xF + xG ⇐⇒ xG = 0E ⇐⇒ x = xF ∈ F

et :

x ∈ Ker(s+ IdE) ⇐⇒ s(x) = −x ⇐⇒ xF − xG = −xF − xG ⇐⇒ xF = 0E ⇐⇒ x = xG ∈ G

? Cette décomposition est un simple réécriture de l’égalité E = Ker(s− IdE)⊕Ker(s+ IdE). �

(c) Symétrie de E : définition générale

Définition (symétrie) Soit s ∈ EE . On dit que s est une symétrie (vectorielle) de E si :

? s ∈ L (E) ;

? s est involutive, i.e. s2 = IdE .

Exemple L’application θ :

{
RR −→ RR

f 7−→ (x 7−→ f(−x))
est une symétrie de RR.

Démonstration ? Soient λ ∈ R et f, g ∈ RR. Pour tout x ∈ R, on a :

θ(f + λg)(x) = (f + λg)(−x) = f(−x) + λg(−x) = θ(f)(x) + λθ(g)(x)

= (θ(f) + λθ(g))(x)

Autrement dit, θ(f + λg) = θ(f) + λθ(g). Ainsi, θ ∈ L (RR).
? Soit f ∈ RR. Pour tout x ∈ R, on a :

θ2(f)(x) = θ(θ(f))(x) = θ(f)(−x) = f
(
− (−x)

)
= f(x)

donc θ2(f) = f = IdRR(f). Ainsi, θ2 = θ.
Finalement, θ est une symétrie de RR. �

Le lien avec la définition géométrique de symétrie est le suivant.

Proposition Soit s ∈ L (E) une symétrie de E. Alors s est la symétrie par rapport à F =
Ker(s− IdE) parallèlement à G = Ker(s+ IdE).
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Démonstration Posons F = Ker(s− IdE) et G = Ker(s+ IdE).
? Montrons que E = F ⊕G.

— Pour tout x ∈ E, on a :

x =
1

2
(x+ s(x)) +

1

2
(x− s(x))

Posons y = x+ s(x). On a y ∈ F car :

(s− IdE)(y) = s(y)− y = s(x+ s(x))− x− s(x) = s(x) + s2(x)− x− s(x) (car s est linéaire)
= 0E

car s2 = IdE . On en déduit que
1

2
y ∈ F . De la même manière, on montre que

1

2
(x − s(x)) ∈ G et

donc x ∈ F +G. Ainsi, on a l’inclusion E ⊂ F +G. Comme l’inclusion réciproque est évidente, on
a E = F +G.

— Soit x ∈ F ∩ G. Alors s(x) = x et s(x) = −x donc x = −x puis x = 0E . Ainsi, F ∩ G ⊂ {0E} et
comme l’inclusion réciproque est évidente, on a F ∩G = {0E}.

Finalement, on a bien E = F ⊕G.
? Pour tout x ∈ E, on a :

x =
1

2
(x+ s(x))︸ ︷︷ ︸
∈F

+
1

2
(x− s(x))︸ ︷︷ ︸
∈G

et s(x) =
1

2
(x+ s(x))− 1

2
(x− s(x))

donc s est la symétrie par rapport à F parallèlement à G. �

VI – Formes linéaires et hyperplans

Soit E un K-espace vectoriel différent de l’espace nul (de dimension finie ou infinie).

1) Formes linéaires

Définition (forme linéaire) ? On appelle forme linéaire sur E tout élément de L (E,K).

? L’ensemble L (E,K) est aussi noté E∗. On l’appelle l’espace dual de E.

Exemple Les applications :

? ϕ :

{
R3 −→ K

(x, y, z) 7−→ x− y − z

? tr :


Mn(K) −→ K

M = (mi,j)16i,j6n 7−→
n∑
i=1

mi,j
(application trace)

? pour tout j ∈ I, e∗j :

{
E −→ K
x 7−→ e∗j (x)

(ou (ei)i∈I est une base de E)

sont des formes linéaires.

Proposition Soit ϕ ∈ E∗. Alors ϕ est surjective si et seulement si ϕ 6= 0E∗ (i.e. : ∃x ∈ E, ϕ(x) 6=
0).
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Démonstration =⇒ Si ϕ : E −→ K est surjective, alors il existe x ∈ E tel que ϕ(x) = 1K. En particulier,
ϕ(x) 6= 0K donc l’application ϕ n’est pas nulle.

⇐= Supposons que ϕ 6= 0E∗ . Il existe alors x ∈ E tel que ϕ(x) 6= 0K. Pour tout λ ∈ K, on a :

ϕ

(
λ

ϕ(x)︸ ︷︷ ︸
∈K

x

)
=

λ

ϕ(x)
ϕ(x) = λ

donc
λ

ϕ(x)
x ∈ E est un antécédent de λ par l’application ϕ dans E. Donc ϕ est surjective. �

Remarque : comme dim(K) = 1, une forme linéaire non nulle ϕ ∈ E∗ est injective si et seulement si
E est de dimension finie égale à 1.

2) Hyperplans

Définition (hyperplan et équation d’un hyperplan) Soit H un sous-espace vectoriel de E.

? On dit que H est un hyperplan de E s’il existe ϕ ∈ E∗ \ {0E∗} tel que :

H = Ker(ϕ)

? L’équation ϕ(x) = 0 est appelée une équation de l’hyperplan.

Exemple Les ensembles :

P =
{

(x, y, z) ∈ R3
∣∣x− y − z = 0

}
, H =

{
M ∈Mn(R)

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

mk,k = 0

}

et Hj =
{
x ∈ E

∣∣ e∗i (x)
}

(où j ∈ I) sont des hyperplans de R3, Mn(R) et E respectivement. Une
équation de P est x− y − z = 0.

Démonstration Soit j ∈ I. Les applications ϕ, tr et e∗j (cf. exemple précédent) sont des formes linéaires
telles que :

P = Ker(ϕ), H = Ker(tr) et Hj = Ker(e∗j )

De plus, ces formes linéaires sont non nulles car :

ϕ
(
(1, 0, 0)

)
= 1 6= 0, tr(In) = n 6= 0 et e∗j (ej) = 1

D’où le résultat par définition d’un hyperplan. �

Proposition (caractérisation géométrique d’un hyperplan) Soit H un sous-espace vecto-
riel de E. Alors :

H est un hyperplan de E ⇐⇒ ∀u ∈ E \H, E = H ⊕Du

On rappelle que si u 6= 0E, alors Du désigne la droite vectorielle dirigée par u, i.e. :

Du =
{
λu
∣∣λ ∈ K

}
= Vect(u)
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Démonstration =⇒ Supposons que H soit un hyperplan de E. Soit u ∈ E \H. Par hypothèse, il existe
ϕ ∈ E∗ \ {0E∗} tel que H = Ker(ϕ). Montrons que E = H ⊕Du.
— Soit x ∈ H ∩Du. Alors il existe λ ∈ K tel que x = λu. Comme x ∈ H, on a :

ϕ(x)0K i.e. λϕ(u) = 0K

Mais u /∈ H et H = Ker(ϕ) donc ϕ(u) 6= 0K. On en déduit que λ = 0K puis x = 0E . Ainsi,
H ∩Du ⊂ {0E}. L’inclusion réciproque étant immédiate, on a l’égalité H ∩Du = {0E}.

— Montrons maintenant que E = H + Du. Soit x ∈ E. On a ϕ(u) 6= 0K donc on peut écrire que :

x =

(
x− ϕ(x)

ϕ(u)
u

)
+
ϕ(x)

ϕ(u)︸ ︷︷ ︸
∈K

u ∈ H + Du,

car, par linéarité de ϕ,

ϕ

(
x− ϕ(x)

ϕ(u)
u

)
= ϕ(x)− ϕ(x)

ϕ(u)
ϕ(u) = 0K

On a donc l’inclusion E ⊂ H + Du. L’inclusion réciproque est évidente, donc E = H + Du.
Finalement, E = H ⊕Du.

⇐= Soit u ∈ E \H. On suppose que E = H⊕Du. Montrons que H est un hyperplan de E. Il s’agit de montrer
qu’il existe une forme linéaire non nulle ϕ ∈ E∗ telle que H = Ker(ϕ). Considérons les deux applications :

ϕH :

{
H −→ K
x 7−→ 0K

et ϕu :

{
Du −→ K
λu 7−→ λ

On vérifie facilement que ces deux applications sont des formes linéaires. Comme E = H ⊕ Du, il existe
une unique forme linéaire ϕ sur E telle que ϕ|H = ϕ et ϕ|Du

= ϕu (théorème de la section III-6). Comme
ϕ(u) = 1, cette application est non nulle et on vérifie facilement que son noyau est H. Donc H est un
hyperplan de E. �

Corollaire (hyperplans en dimension finie) On suppose que E est de dimension finie égale
à n ∈ N∗. Les hyperplans de E sont les sous-espaces vectoriels de E de dimension n− 1.

Démonstration ? Soit H un hyperplan de E ; il existe une forme linéaire non nulle ϕ ∈ E∗ telle que
H = Ker(ϕ). Le théorème du rang s’applique puisque E est de dimension finie et on a :

dim(Ker(ϕ)) = dim(E)− dim(Im(ϕ)) = n− dim(K) = n− 1

puisque ϕ est surjective (en tant que forme linéaire non nulle).
? Soit H un sous-espace vectoriel de dimension n− 1 et E et soit u ∈ E \H. Montrons que E = H ⊕Du.

D’après la formule de Grassmann (qui s’applique puisque E est de dimension finie), on a :

dim(H + Du) = dim(H) + dim(Du)− dim(H ∩Du) = n− dim(H ∩Du)

Or H ∩Du = {0E} (car cette intersection est de dimension 0 ou 1 et elle est égale à 1 si et seulement si
Du ⊂ H, ce qui n’est pas le cas). Ainsi :

dim(H + Du) = n = dim(E)

Par ailleurs, on sait que H ∩Du = {0E} donc E = H ⊕Du. La proposition précédente entraîne donc que
H est un hyperplan de E. �

Exemple L’ensemble H (cf. exemples précédents) est de dimension n2 − 1.
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Proposition (comparaison des équations d’un hyperplan) Soient H un hyperplan de E et
ϕ,ψ deux formes linéaires non nulles de E telles que :

H = Ker(ϕ) = Ker(ψ)

Alors :
∃λ ∈ K∗, ψ = λϕ

Démonstration Comme H est un hyperplan de E, on sait qu’il existe u ∈ E \H tel que E = H ⊕Vect(u).
La forme linéaire ϕ(u)ψ − ψ(u)ϕ est nulle sur H (par définition de ϕ et ψ) et on remarque qu’elle est nulle en
u, donc aussi sur Du. Par linéarité de cette forme linéaire, elle est nulle sur E. Comme ϕ(u) 6= 0K, on conclut
que :

ψ =
ψ(v)

ϕ(v)︸ ︷︷ ︸
=λ∈K

ϕ,

ce qu’il fallait démontrer. �

Remarque : à multiplication par un scalaire non nul près, il existe une et une seule équation pour
un hyperplan. Par exemple, si on considère l’hyperplan P de R3 (d’équation x− y − z = 0), alors P
admet aussi pour équation λx− λy − λz = 0 où λ ∈ R∗, et il n’existe pas d’autre équation pour P.

Proposition (intersection d’hyperplans) On suppose que E est de dimension finie égale à
n ∈ N∗. Soit r ∈ J1, nK.

? L’intersection de r hyperplans de E est un sous-espace vectoriel de E de dimension au moins
égale à n− r.

? Tout sous-espace vectoriel de E de dimension n−r est l’intersection d’exactement r hyperplans
de E.

Démonstration ? Soient H1, . . . ,Hr des hyperplans de E. Pour tout k ∈ J1, rK, il existe une forme
linéaire non nulle ϕk de E telle que Hk = Ker(ϕk). Considérons alors l’application :

Φ :

{
E −→ Kr
x 7−→

(
ϕ1(x), . . . , ϕr(x)

)
On peut vérifier que Φ est linéaire et telle que Ker(Φ) = H1 ∩ · · · ∩Hr. Comme E est de dimension finie,
le théorème du rang nous donne :

dim(H1 ∩ · · · ∩Hr) = dim(E)− rg(Φ) > dim(E)− dim(Kr) = n− r

puisque rg(Φ) 6 dim(Kr).
? Soit F un sous-espace vectoriel de E de dimension n − r. Considérons une base (e1, . . . , en) de E dont

les n − r derniers vecteurs forment une base de F (une telle base existe d’après le théorème de la base
incomplète). Soit x ∈ E. Alors :

x ∈ F ⇐⇒ x ∈ Vect(er+1, . . . , en) ⇐⇒ e∗1(x) = · · · = e∗r(x) = 0

⇐⇒ x ∈ Ker(e∗1) ∩ · · · ∩Ker(e∗r)

Ainsi, F = Ker(e∗1) ∩ · · · ∩Ker(e∗r). Les formes linéaires e∗1, . . . , e∗r sont non nulles donc leurs noyaux sont
des hyperplans de E. Ainsi, F est l’intersection de r hyperplans de E, ce qu’il fallait démontrer. �

Exemple ? Dans R3, l’intersection de deux plans vectoriels, dont les équations ne sont pas
proportionnelles, est une droite vectorielle.

? Réciproquement, toute droite vectorielle de R3 peut être réalisée comme l’intersection de deux
plans vectoriels de R3.
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