Chapitre 22 : Espaces vectoriels (cadre de la dimension finie) MPSI Mariette

EESPACES VECTORIELS :
CADRE DE LA DIMENSION FINIE
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Dans tout ce chapitre, K désigne 'un des deux corps R ou C et E est un K-espace vectoriel différent
de l'espace nul {Og}.

Le but de ce chapitre est d’appréhender le nombre de degrés de liberté dans un espace vectoriel.

*x Dans une droite vectorielle :
2y = { v |X €K} (onwv e E\{0g}),

il y a un seul « degré de liberté » (on se déplace sur celle-ci dans la direction du vecteur v).

* Dans un plan vectoriel :
Puw = { M+ |\ peK} (ot (u,v) est une famille libre de E),

il y a deux « degrés de liberté » (ceux que définissent les deux vecteurs u et v).

Définition (dimension finie) * On dit que l'espace vectoriel E est de dimension finie s'il
admet une famille génératrice finie, i.e. 8’il existe n € N* et e1,...,e, € E tels que :

E = Vect(ey,...,ep)

* Si E n’est pas de dimension finie, on dit qu’il est de dimension infinie et on pose dim(E) = oo.
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Exemple * Les espaces K", K,,[X], 4, »(K) sont de dimension finie.
Démonstration On sait que :
K" = Vect((1,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1)),  K,[X]= Vect(1,X,...,X")

et .ﬂn’p(K) = Vect (Ei,j)léign- m

1<isp
* Dans R3, &2 = {(x,y, z) €R3 ‘ T—y—z= 0} est de dimension finie.
Démonstration Soit (z,y,2) € R3. On a :

(2,9,2) € P <= 2—y—2=0 <= z=y+z < (2,y,2) = (y+2,9,2)
@ (x7 y7 Z) = y(17 170) + Z(17O7 1)

Ainsi :
2 = Vect((1,1,0),(1,0,1))

et donc & est de dimension finie. [ |

* L’espace K[X] n’est pas de dimension finie.

Démonstration Par l’absurde, supposons que K[X] est de dimension finie. Il existe alors n € N* et
Py, ..., P, € K[X]\ {Ogx} tels que K[X] = Vect(Py, ..., P,). En posant :

d = max(deg(P,),...,deg(P,)) € N,
on a linclusion (puisque K;4[X] est un espace vectoriel) :
Vect(Py,...,Py) C Ka[X] e K[X]C KylX],

ce qui est absurde car X9t € K[X] \ K4[X]. Ainsi, dim(K[X]) = oco. |

I — Un résultat préliminaire

Lemme Soient n € N* et . = (&;)1<i<n, -F = (€})1<i<n+1 deux familles de vecteurs de E telles
que :
Vi e [1,n+ 1], e; € Vect(F)

Alors la famille .Z/ est liée.

Démonstration On utilise un raisonnement par récurrence sur le nombre de vecteurs. Pour tout n € N*,
on considére la proposition &, « pour toutes familles Z = (€;)i1<i<n, ¥’ = (€})1<icn+1 de vecteurs de E telles
que :
Vi e [1,n+ 1], e; € Vect(F),
la famille .#’ est lice ».
* Initialisation : soient eq, €}, e5 trois vecteurs de E tels que e} € Vect(e1) et e}, € Vect(ey). Alors il existe
A1 € K tels que :
el = Aey et ey = pey
On distingue deux cas.
— Si A =0, alors ¢f =0g =0 €} donc la famille (e}, e}) est liée.
— Si A #0, alors :

>|=

ey = per = ~(Aer) = %6/1

et donc la famille (e}, ef) est liée.

Dans les deux cas, la famille (e, €}) est liée et la proposition &?; est vraie.
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* Hérédité : soit n € N* tel que &2, soit vraie. Soient .ZF = (&;)1<i<n+t1 et F' = (€})1<icn+2 des familles
de vecteurs de F telles que :
Vi€ [1,n+ 2], e, € Vect(F)

Pour tout i € [1,n + 2], il existe donc une famille (a; j)1<j<n+1 € K™ telle que :

n+1

€; = E a;,je;
j=1

On distingue deux cas.

— Si pour tout i € [1,n+ 2], on a a; ,4+1 = 0, alors :

n
!
€; = E a; je; € Vect(er, ..., en)

Jj=1

et donc, en particulier,

Vi € [1,n + 1], e; € Vect(e,...,e,)
Par hypothése de récurrence, la famille (e},...,e;, ;) est lie. La famille .7’, qui en est une sur-
famille, est donc également liée.

— Sinon, il existe un entier iy € [1,n + 2] tel que a;yn4+1 # 0. Quitte & renuméroter les vecteurs, on
peut supposer que iy = n + 2.
Pour tout ¢ € [1,n + 1], on pose :
1" ’ Aint+1

e R O
an+2,n+1

de sorte que :

n+1 n+1 n+1
a; n+1 ai,n+1
aw € — n42,j€5 = Qij — On+2,5 | €5

an+2 n+1 j=1 j=1 an+2,n+1

=0 si j=n+1

ai7n+1
@ij — — ——Ant2,j | €
=1 an+2,n+l

€ Vect(eq,...,ep)

n

Par hypothése de récurrence, la famille (e, ..., e; ) est liée. Il existe donc une famille de scalaires
(Ayeeoy Ang1) € KPP\ {Ogn+1} tel que :

n+1 n+1 a

" . i,m+1
E Aie; =0g i.e. E (e — piel, o) = 0g (en posant p; = ———)
; An+2n+1

soit encore :

n n+1
Z )\i(f; + (—Z )\Uh) e;z+2 =0g
1=1 =1

L’un des scalaires \; est non nul dans la somme de gauche donc la famille .#’ est liée et la proposition
Ppt1 est vraie.

Le lemme est donc démontré par principe de récurrence simple. |

On en déduit le résultat suivant.

Corollaire Soit E un espace vectoriel de dimension finie engendré par une famille de n € N*
vecteurs. Alors toute famille libre de E est finie et est constituée d’au plus n vecteurs.
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Démonstration Soit .Z une famille libre de vecteurs de E. Par I’absurde, supposons que .Z soit constituée
d’au moins n + 1 vecteurs et notons % une sous-famille de . constituée de n + 1 vecteurs. Alors %, est libre
(puisque .Z lest). Par ailleurs, si (ef,...,e),) est une famille génératrice de E, alors le lemme appliqué aux

rn

familles % et (€], ..., e),) montre que % est liée, ce qui est absurde. [ |

Exemple * Dans R3, la famille ((1, 1,1),(0,-1,2),(1,2,3),(2,—10, 2)) est liée car on sait que
R3 est engendré par la famille de trois vecteurs ((1, 0,0),(0,1,0), (0,0, 1))
* Dans Ry[X], la famille (X2 — X, X,1— X, X2+ X +1) est liée car on sait que Ro[X] est engendré
par la famille de trois vecteurs (1, X, X?).

II — Algorithme de la base incompléte et conséquences

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie (et différent de ’espace nul).

1) Algorithme de la base incompléte

On peut montrer que, dans tout espace de dimension finie, il existe une base de cet espace.

Théoréme (algorithme de la base incompléte) Soient (€;)ie[1,,) une famille génératrice de
E et k € [1,n]. On suppose que la famille (e;);cq,x est libre. Alors il existe une partie J de [1,n]
qui contient [1, k] telle que (e;);cs soit une base de E.

Démonstration Considérons 'ensemble :
& ={Card(A) |[1,k] C A C [1,n] et (e)ics est libre}

L’ensemble & est une partie de N qui est majorée par n (car un élément de A est un sous-ensemble de [[1,n]).
De plus, & est non vide (car k € & par hypothése). On peut donc considérer le maximum m de & et il existe
aussi une partie J de [1,n], de cardinal m qui contient [1, k] et telle que # = (e;);ec soit libre.

Montrons maintenant que % est une famille génératrice de E. Soit x € E. Comme (€;);c[1,,] est une famille
génératrice de F, il existe (Ai)ici,n] tel que :

xr = Z )\iei = Z /\iei + Z )\,-ei
i=1 i€J ie[Ln]\J
Soit i € [1,n]\ J. Alors #B; = (A, e;) nest pas libre (car Card(%;) = m + 1 > m et par définition de m) donc
e; € Vect(#). Ainsi, x € Vect(H), d’ou le résultat. |
Exemple La famille ((1, -5,7),(2,6, 8)) est une base de :
F = Vect((1,-5,7),(2,6,8),(3,1,15), (1,11,1))
Démonstration On utilise 'algorithme de la base incompléte.

* La famille ((1, -9, 7)) est libre car elle est constituée d’un unique vecteur non nul.
* La famille ((1, —5,7), (2,6,8)) est libre. En effet, pour tout a, 5 € R, on a :

o + 28 = 0 Ly
a(l,—5,7) + B(2,6,8) =Ogs <= { —5a + 68 = 0 Ly
S8a + 88 = 0 Ls
(6% —+ 26 = 0 L1
< ].Gﬁ = 0 Lo+ Ly+514
S8a + 88 = 0 Ls

<— a=#=0
* On remarque que :
(3,1,15) = (1,-5,7) + (2,6, 8) et (1,11,1) = —(1,-5,7) + (2,6, 8)

donc les familles ((17 -5,7),(2,6,8),(3,1, 15)) et ((1, -5,7),(2,6,8), (1,11, 1)) sont liées.
On en déduit le résultat annoncé. |



Chapitre 22 : Espaces vectoriels (cadre de la dimension finie) MPSI Mariette

2) Théorémes de la base incompléte et de la base extraite

Les deux résultats suivants sont essentiels.

Théoréme (de la base incompléte) Toute famille libre de vecteurs de E peut étre complétée
en une base de E.

Démonstration Soit .Z une famille libre de vecteurs de E. D’aprés le corollaire précédent, cette famille
est constituée d’un nombre fini de vecteurs. Posons alors k = Card(.Z) et notons ey,...,e; € F les vecteurs
de cette famille. Soit 4 = (eg41,...,e,) une famille génératrice de E (une telle famille existe puisque E est
supposé de dimension finie). On considére alors la famille de vecteurs de E suivante :

<%\:(ela'''aekaek"rlv'"761'71)

Comme % est une sur-famille de ¢, la famille % est génératrice de E. En appliquant algorithme de la base

incompléte, on obtient une base de E dont les k premiers vecteurs sont ceux de .Z. |
Théoréme (de la base extraite) De toute famille génératrice de E, on peut en extraire une

base.

Démonstration Soit ¢4 une famille génératrice finie de E. Comme E # {0g}, I'un des vecteurs z de la
famille ¢ est non nul. On applique alors 'algorithme de la base incompléte a la sous-famille libre (z) de 4 ; n
obtient une sous-famille de ¢ qui est une base de E. |

Remarque : tout K-espace vectoriel de dimension finie admet donc une base.

%% Exercice  Déterminer une base des sous-espaces vectoriels de Ro[X] et .#3(R) suivants :
1. A= {P e Ry[X]| P(0) + P(1) =0}
a+b 0 a+bd
2. B= 0 b+c 0 a,b,ceR
a+b 0 a+bd
Une solution.

1. Soit P € Ry[X]. Il existe a,b,c € R tel que P = aX? + bX + c. Alors :

PeA <« PO)+P(1)=0 < a+b+2c=0 < a=-b—2c
— P=(-b—-20)X?>4+bX +¢
— P=0bX—X?) +c(1-2X?%
&= P Vect(X — X?,1-2X?)
On a donc :
A =Vect(X — X?2,1 —2X?)
La famille (X — X2, 1—2X?) est génératrice de A. Montrons maintenant que cette famille est libre. Soient

a,B€ER. Ona:

(X — X?) + B(1 —2X?) = Og,(x] <= B+aX + (—a—28)X = 0g,x]

B =0
<= a =0
—a—28 = 0

car la famille (1, X, X?) est libre. On a donc o = 8 = 0. Ainsi, la famille (X — X?2,1 — 2X?) est libre.
Finalement, cette famille est une base de A.
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2. On a:
1 0 1 1 0 1 0 0 0
B:{a 0 0 0J+b[0 1 OJ+c[O0 1 O a,b,cER}
1 01 1 01 0 0 0
1 0 1 1 0 1 0 0 0
= Vect 0 0 0}J,{0 1 0],10 1 O
1 0 1 1 0 1 0 0 0
1 0 1 0 0O 1 0 1 1 0 1 0 0O
= Vect 0 0 0)J,{0 1 O car 01 0)J={(0 0 O)J+(0 1 O
1 01 0 0 O 1 01 1 0 1 0 0 O
1 01 0 0 O
Enposant M = |0 0 0)etN=1[0 1 0], lafamille (M, N) est génératrice de B. Elle est de plus
1 0 1 0 0 0
libre car, pour tous o, 3 € R, on a
a 0 « 0 0 0
aM +BN=0,4,& < (0 B8 0] =[0 0 0] <= a=p=0
a 0 « 0 0 O

Une base de B est donc la famille (M, N).

3) Définition de la dimension

Le résultat suivant va nous permettre de définir la notion de dimension.

Théoréme (nombre de vecteurs d’une base)  Soit £ un K-espace vectoriel de dimension fi-
nie. Toutes les bases de E ont le méme nombre (fini) de vecteurs.

Démonstration Soient & et &’ deux bases de E. Les deux familles sont libres donc de cardinal fini d’aprés
le corollaire.

* Comme Z est libre et %' est génératrice de F, on a Card(#) < Card(#’) (on utilise & nouveau le

corollaire).
* En échangeant les roles de B et #’, on a aussi Card(#’) < Card(A)
Par antisymétrie de la relation <, on a 1’égalité Card(#) = Card(#’). [ |

On peut enfin définir la notion centrale du chapitre.

Définition (dimension d’un espace vectoriel de dimension finie) Soit £ un K-espace vec-
toriel de dimension finie. On appelle dimension de E, notée dim(E), le cardinal d’une base quelconque
de F.

Remarques :

* Soit v e E\ {0g} et :
Py = {Mv ’ A € K} = Vect(v)

La droite vectorielle &, est de dimension 1 (une base de 2, étant (v)).

* Soient u et v deux vecteurs de E tels que la famille (u,v) soit libre et :
Py = {)\u + pv ‘ A€ K} = Vect(u, v)

Le plan vectoriel #,,) est de dimension 2 (une base de &, , étant (u,v)).
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* Ona{0g} = Vect(D) et & est une famille libre et génératrice de {0g} donc {Og} est de dimension
finie égale a 0.

* La dimension d’un espace de dimension finie dépend en fait du corps de base. Considérons ’espace
vectoriel C.

— On peut considérer que C est un R-espace vectoriel. Dans ce cas, une base de C est (1,4) et
donc la dimension de C est égale & 2. On note dimg(C) = 2.

— Vu cette fois comme un C-espace vectoriel, une base de C est (1) et donc dim¢(C) = 1.

* L’espace vectoriel nul E = {Og} est de dimension 0 et une base est la famille &.

Démonstration Ona:

Vect (@) = ﬂ F={0g}

F SEV de E
GCF

En effet, {Og} est un sous-espace vectoriel de E contenant {Og} donc Vect(@) C {Og}, et 'inclusion réciproque
est immédiate. Ainsi, la famille & est génératrice de {Og}.

Ensuite, dire que la famille @ est liée, c’est dire qu’il existe un élément de & qui s’exprime comme combinaison
linéaire des autres vecteurs de la famille, ce qui n’est pas le cas par définition de @ ; il s’agit donc d’une famille
libre. Ainsi, @ est une base de {Og} est donc l'espace nul est de dimension 0. ]

4) Conséquences sur les familles libres et génératrices

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie égale & n € N*,

Proposition (cardinal d’une famille libre, d’une famille génératrice) * Toute fa-
mille libre de vecteurs de E comporte au plus n vecteurs.

* Toute famille génératrice finie de vecteurs de E' comporte au moins n vecteurs.

Démonstration « Il suffit d’appliquer le corollaire.
* Soit 4 une famille génératrice finie de E. D’aprés le théoréme de la base extraite, on peut en extraire une
base. Cette base contient n vecteurs, donc ¢ contient bien au moins n vecteurs. |
Exemple * La famille ((1, 1),(1,2), (1, 3)) n’est pas libre dans R2.

* La famille (X? — X, X) n’est pas génératrice de Ro[X].

Le résultat suivant est trés utile en pratique.

Proposition * Si .7 est une famille libre de E de cardinal n, alors . est une base de E.

* Si 9 est une famille génératrice de E de cardinal n, alors ¢ est une base de F.

Démonstration * Soit £ est une famille libre de E de cardinal n. On peut compléter (d’aprés le
théoréme de la base incompléte) .Z en une base de E qui doit étre de cardinal n. Comme . posséde déja
n vecteurs, il s’agit bien d’une base de F.

* Soit ¢ est une famille génératrice de E de cardinal n. D’aprés le théoréme de la base extraite, on peut
extraire de ¢4 une base de E. Pour la méme raison de cardinalité, ¢ est une base de E. |

Exemple  La famille & = ((—1, 1,1),(0,1,0), (1,2, 3)) est une base de R3.

Démonstration La famille Z est constituée de 3 vecteurs et R? est de dimension 3. Pour montrer que %
est une base de R3, il suffit donc de montrer que cette famille est libre (ce que I'on vérifie aisément). |
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5) Dimension des espaces vectoriels usuels

Proposition * Solent n,p € N*. Les K-espaces vectoriels K", K,[X] et ., ,(K) sont de
dimension finie égales a :

dim(K") = n, dim(K,[X])=n+1 et dim( 4, ,(K)) = np

En particulier, dimg (., (K)) = n?.

* Soient I un intervalle de R d’intérieur non vide et a € %(I,K). L’ensemble des fonctions
y € 2(1,K) solutions de 'équation différentielle linéaire homogene y + a(z)y = 0 est une
droite vectorielle.

x Soient a,b € K. L’ensemble des solutions y € Z?(R,K) de I'équation différentielle linéaire
homogeéne y” + ay’ + by = 0 est un plan vectoriel.

* Soient a,b € K. L’ensemble des suites u € KN telles que :

Vn € N, Upt+2 = QUpy1 + buy,
est un plan vectoriel.
Démonstration * On sait effectivement que des bases de chacun de ces espaces vectoriels sont respec-
tivement :
k
(Ok,0)1<0<n) 1 cpans (X®)ockan et (E”)%ilin
IIP

* Soit A € K une primitive de la fonction a sur I. On sait alors que I’ensemble des solutions de I’équation
différentielle ci-dessus est :

Sol = {:c €l Ceo AW

Ce K} = Vect(:r — e—A@))

La famille (J: — e_A(””)) est génératrice de Sol et elle est libre car constituée d’un unique vecteur non

nul; il s’agit donc d’une base de Sol. Ainsi, Sol est un K-espace vectoriel de dimension 1, ce qu’il fallait
démontrer.

* On distingue deux cas suivant la valeur du discriminant A de 1’équation caractéristique 22 + azx + b = 0.

— Si A =0, alors en notant o € C la racine double de I’équation caractéristique, on sait que 1’ensemble
des solutions & valeurs complexes de I’équation différentielle est :

Sol = {m — (Ax + B)e®*

A Be (C} = Vect(x — e r— e‘“)

La famille (;v — e r— e”) est donc génératrice de Sol, et on vérifie qu’elle est libre. libre,
d’ott le résultat.

— Si A # 0, alors en notant «, 8 € C les racines distinctes de I’équation caractéristique, on a :

Sol = {1: —s Ae® + Bef”

A, B e (C} = Vect(:z: — e r— eﬁz>
La famille (Jc — e T eﬁx) est donc génératrice de Sol, et on vérifie qu’elle est libre.

*x On procéde comme au point précédent en utilisant le théoréme donnant le terme général des suites
récurrentes linéaires d’ordre deux. |

6) Dimension d’un produit cartésien



Chapitre 22 : Espaces vectoriels (cadre de la dimension finie) MPSI Mariette

Proposition (dimension d’un produit) Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimension
finie. Alors le K-espace vectoriel E x F' est de dimension finie égale 4 :

dim(E x F) = dim(FE) + dim(F))

Démonstration Comme FE et F sont de dimension finie, on peut en trouver des bases (ej,...,e,) et
(fi,..., fp) respectivement, ott n = dim(E) et p = dim(F).
* Soit (z,y) € E x F. Il existe 1,...,Zn,y1,...,Yp € K tels que :

n P
x:ZfEkek et yzzykfk
k=1 k=1

Alors :

n

n P
(z,y) = <Z$k6k,zykfk> =
k=1 h=1

N

P
wkek,0F> + <0Eazykfk> (*)
k=1 k=1

n p

zp(er, 0p) Jrzyk(OEvfk)

=1 k=1

b

Par conséquent :
ExFC VeCt((elaOF)a ceey (en,OF)a (0E7f1)7' ) (OEafp))

et comme 'inclusion réciproque est immeédiate (structure d’espace vectoriel de E x F'), on a 1’égalité :
ExF = Vect((el, OF), ey (6n,0F), (0E7 fl), ey (OE, fp))

Ainsi, la famille & = ((el,OF), ooy (en,0r), (0g, f1),.- -, (()E,fp)) est une famille génératrice finie de
E x F'; cet espace est donc de dimension finie.

* Montrons que la famille & est libre. Soient x1,...,Zp,y1,...,yp € K tels que :
n p
> wkler,08) + > vk(0s, fr) = 0pxr = (05, 0r)
k=1 k=1

n P
En remontant les égalités (%), on obtient (Z Tre, Z%fk) = (0g,0p), i.c. :
k=1 k=1

n p
chkek =0 et Zykfk =0F
k=1 k=1

La famille (eq,...,e,) est une base de E, donc cette famille est libre. Ainsi :
vk € [1,n], xp =0

De la méme maniére :

Vke[[lap]]a yk:()

La famille & est donc libre. Finalement, & est une base de E x F, ce qui implique que :
dim(E x F) = Card(%) = n+ p = dim(E) + dim(F)

Ceci achéve la démonstration. |

IIT — Sous-espaces et dimension

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n € N*.

1) Dimension d’un sous-espace vectoriel



Chapitre 22 : Espaces vectoriels (cadre de la dimension finie) MPSI Mariette

Proposition (dimension d’un sous-espace vectoriel) Soit F' un sous-espace vectoriel de E.
Alors :

* I est de dimension finie et dim(F') < dim(E);
* de plus, dim(F') = dim(F) si et seulement si F' = E.

Démonstration * Il n’y a rien a démontrer si F = {Og}. Supposons que F # {0g} et considérons
I’ensemble :

& = {Card(2) ‘ & famille libre de vecteurs de F'}

L’ensemble & est une partie de N qui est non vide (en considérant « € F'\ {Og}, la famille () est libre et
donc 1 € &) et majoré par dim(E) (en effet, toute famille libre de vecteurs de F est une famille libre de
E donc constituée d’au plus dim(FE) vecteurs d’apreés le corollaire du début de chapitre). Ainsi, & posséde
un maximum noté¢ m. On a m < dim(E) et il existe une famille libre .Z de vecteurs de F' de cardinal m.

On va maintenant montrer que la famille .Z est génératrice de F. Soit « € F. La famille .%, = (£, )
n’est pas libre dans F' (par définition de m et car card(.%,;) = m+1 > m) donc x est combinaison linéaire
des vecteurs de .Z. On vient donc de montrer que .Z est une famille génératrice de F'. Ainsi, .Z est une
base de F'. On peut donc conclure que F' est de dimension finie et que m = dim(F') < dim(E).

* Si E = F, on a clairement dim(F) = dim(F’). Réciproquement, si dim(E) = dim(F'), alors la famille libre
% précédente est de cardinal égal & dim(FE) donc & est une base de E. Ainsi :

F = Vect(¥) = E,

ce qu’il fallait démontrer. [ ]

Exemple Dans R?, le sous-espace vectoriel :
P ={(z,y,2) G]Rg‘x—y—z:()}

est de dimension finie égale a 2 < 3.

Démonstration On obtient facilement 1’égalité :
P = Vect((1,1,0),(1,0,1))

et on vérifie ensuite que la famille ((1, 1,0), (1,0, 1)) est libre. |

2) Dimension d’une somme de deux sous-espaces

On rappelle que, si F' et GG sont deux sous-espaces vectoriel d'un K-espace vectoriel E, alors la somme
F 4+ G est le sous-ensemble de E défini par :

F—I—G:{.Z‘EE‘EI(J}F,.Z‘G)GFXG, :n:acp+x(;}
= {zr+z¢|(zr,2¢) € F x G}

On a démontré au chapitre 21 que F' + G est un sous-espace vectoriel de E.

Le résultat suivant nous donne une information sur la dimension d’une somme de sous-espaces vectoriels
d’un espace de dimension finie.

Proposition (formule de Grassmann) Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et
F, G deux sous-espaces vectoriels de E. Alors F' 4+ G est de dimension finie égale & :

dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F N G)
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Démonstration Comme F,G,F NG et F 4+ G sont des sous-espaces vectoriels de E qui est de dimension
finie, ces sous-espaces vectoriels sont de dimension finie. Considérons une base # = (eq,...,e,) de FNG.

* D’aprés le théoréme de la base incompléte, on peut compléter Z en une base (e1, ..., ep, f1,..., fq) de F.

* De méme, on peut compléter Z en une base (e, ..., ¢ep, g1,--.,9-) de G.
La famille 4 = (e1,...,€p, f1,---, fg: 91, - -, gr) est alors une famille génératrice de F'+G. En effet, si z € F+G,
alors il existe xp € F' et xg € G tels que x = xF + z¢. Il existe ensuite Aq,..., Ay, pi1, ..., pqg € K tels que :

P q
zp =Y Mex+ Y prf
k=1 k=1

et il existe \7,..., AL, v1,..., v € K tels que :

p r
rg = Z /\;C(ik =+ Z ViGk
k=1 k=1
On en déduit que :

P a r
x = Z (Mg + Ap)ex + Zﬂkfk + Zngk

k=1 k=1 k=1

Ainsi, F'+ G C Vect(%). L’inclusion réciproque est immédiate car F' + G est un espace vectoriel donc :
F + G = Vect(¥)
La famille € est donc génératrice de F' + GG. Montrons maintenant que cette famille est libre. Soient :

/\1,...,/\p,,ul,...,uq,yl,...,l/rEK

tels que :
p q r
> o ken+ Y unfi+ Y vkgr = 0p (%)
k=1 k=1 k=1
Alors :
T p q
Y ovgr =Y (“Mex+ > (—m)fr e FNG
k=1 k=1 k=1
———
€eG €ENF €EF
€F
Ainsi, il existe o, ..., 0 € K tels que :
T p P T
Z Vkgk = Z arer e Z agey + Z (=vk)gr = 0p
k=1 k=1 k=1 k=1
Comme la famille (eq,...,ep, g1,...,gr) est libre, on a :
alz...:ap:ylz...:u,.zo

11 reste dans (x) :
P q

Z Akex + Zukfk =0gp

k=1 k=1
et comme la famille (eq,...,ep, f1,..., fy) est libre, il vient :

>\1:~-~:>\p:u1:-~-zuqzo
Finalement, la famille & est libre; il s’agit donc d’une base de F' + G. Par conséquent :
dim(F 4+ G) = Card(€) =p+q+7r=(p+q) + (p+r) — p=dim(F) + dim(G) — dim(F N G),

ce qu’il fallait démontrer. [ |

Exemple Soient & et 2 deux plans vectoriels non confondus de R?. Alors &2 N 2 est une droite
vectorielle.
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Démonstration D’aprés la formule de Grassmann, on a :
dim(Z N 2) = dim(£) + dim(2) — dim(Z + 2) =4 — dim(L + 2)

Comme & et 2 ne sont pas confondus, on a & C &Z + 2. En effet :
* pour tout z € P, onazr=x+0g € X+ 2 (car Og € 2) donc X C ¥ + 2;

* par 'absurde, supposons que l'on ait I'égalité & = Z+ 2. Comme 2 C ¥+ 2, 0n a 2 C & et comme
Z et 2 sont de méme dimension finie (égale & 2), on a 'égalité & = 2, ce qui est absurde.

Par conséquent :
2 <dim(Z+ 2)<3

donc dim(Z + 2) = 3. On en déduit que dim(# N 2) = 1, ce qui signifie que dim(Z N 2) est une droite
vectorielle. m

3) Supplémentaires en dimension finie
Soient F' et G deux sous-espace vectoriels de E. On rappelle que F et G sont supplémentaires dans F,

notée E=F @G, si:
Vee E, A (zp,xq) € F X G, © =xp + 20

On a donc :
E=F+G
E=F
eG <= { FNG = {0g)
Proposition (existence d’un supplémentaire en dimension finie) Soient E un K-espace

vectoriel de dimension finie et F' un sous-espace vectoriel de E de dimension p € N. Alors :
*x F admet un supplémentaire dans F ;

* tout supplémentaire de F' dans E est de dimension dim(E) — p.

Démonstration * Soit (e, ...,e,) une base de F. D’apreés le théoréme de la base incompléte, on peut
compléter la compléter en une base (e1,...,€p,€pt1;---,€,) de E, ol on a noté n la dimension de E.
Posons alors G = Vect(ept1, ..., €,) et vérifions que £ = F & G.

n
— L’inclusion F' + G C F est claire et, pour tout z € F, il existe A1,..., A, € K tel que z = Z A€k
k=1
(puisque (eq,...,e,) est une base de E), i.e. :

n

p
r=Y Mex+ > Mer € F+G
k=1

k=p+1

Ainsi, £ = F + G.

— L’inclusion {0g} C F' + G est immédiate (car F' et G sont des sous-espaces vectoriels de E) et si
x € FNG, alors il existe A\1,..., A\, € K tels que :

p
T = Z AL€L et T = Z AL€L
k=1

k=p+1
Ainsi :
p n
Z Arer + Z (—Xk)er =0g
k=1 k=p+1
Or la famille (ey,...,e,) est libre donc :

Vke[l,n], =0

Ainsi, z = 0g et donc F NG C {0g}. On a bien Pégalité F NG = {0g}.

12



Chapitre 22 : Espaces vectoriels (cadre de la dimension finie) MPSI Mariette

Finalement, £ = F & G.

* Soit G un supplémentaire de F' dans F. D’aprés la formule de Grassmann, on a :

dim(E) = dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F N G) = dim(F) + dim(G),

={0g}
d’ott le résultat. |
Remarque : la base de (e1,...,€p, €pt1, ..., €y) construite dans la démonstration est appelée une base
adaptée a la décomposition en somme directe £ = F @ G.
Exemple * Dans R3, le supplémentaire d’un plan vectoriel est une droite vectorielle.

* Dans R3, le supplémentaire d’une droite vectorielle est un plan vectoriel.

Le résultat suivant est utile en pratique pour montrer que des sous-espaces sont supplémentaires en
dimension finie.

Proposition (caractérisation de la supplémentarité en dimension finie) Soient F' et G
deux sous-espaces vectoriels d’'un K-espace vectoriel E de dimension finie. Alors :

FNG={0g}

E=F3CG < { dim(FE) = dim(F) 4+ dim(G)

Démonstration Si E = F & G, on sait que F et G sont en somme directe et la relation entre les
dimensions a été démontrée a la question précédente.

Réciproquement, supposons que F NG = {0g} et que dim(E) = dim(F) + dim(G). 1l s’agit de montrer
que £ = F 4+ G. Or, d’aprés la formule de Grassmann,

dim(F + G) = dim(F) 4 dim(G) — dim(F N G) = dim(E) — dim({0z}) = dim(E)

et F'+ G est un sous-espace vectoriel de F donc F = F + G. Ainsi, E = F & G. ]

Exemple Dans R?, les sous-espaces vectoriels :
F = Vect((1,0,0)) et G:{(m,y,z)€R3‘x—y—z:0}

sont supplémentaires.

IV — Rang d’une famille de vecteurs

1) Définition

Définition (rang d’une famille finie de vecteurs)  Soient E un K-espace vectoriel et .# une
famille finie de vecteurs de E. On appelle rang de .#, la dimension de Vect(.-#). On le note rg(.#).
Ainsi :

rg(.#) = dim (Vect(.%))

Exemple * Dans R?, on arg((0,1),(0,—1)) =1 car :
Vect((0,1), (0, —1)) = Vect((0,1))

est de dimension 1.
x Dans R[X], on a rg(X, X2 + 1) = 2 car la famille (X, X2 + 1) est libre.
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2) Propriétés

Proposition (lien avec les familles libres/génératrices)  Soient E un K-espace vectoriel de
dimension finie n € N* et .# = (ey,...,e,) une famille de vecteurs de E (ou p € N*). Alors :

* rg(F) < min(n, p);
* 18(7)
* 18(F)
* 1g(F) =n=p <= .F est une base de E.

=p <= .% est libre;

=n <= % est une famille génératrice de F ;

Démonstration Posons F' = Vect(eq, ..., ep).
* Comme Vect(eq, ..., ep,) est un sous-espace vectoriel de E, on a :
dim(Vect(ey,...,ep)) < dim(E) ie. 1g(F)<n
Par ailleurs, on peut extraire de (eq,...,e,) une base de Vect(es,...,e,) donc :

dim(Vect(eq,...,ep)) <p i.e. rg(F) <p

Finalement, rg(.#) < min(n, p).

* Sirg(F) =p, alors :
dim(F) = p = Card((e1, ..., €p))

La famille génératrice # = (e1,...,e,) de F' est donc une base de F. En particulier, elle est libre.
Réciproquement, si (e, ..., e,) est libre, alors cette famille constitue une base de F', et donc :

dim(F) = Card((e1,...,¢ep)) =p
* Comme Vect(.7) est un sous-espace vectoriel de E, on a :
Vect(¥) = F <= dim(Vect(F)) =dim(E) < 1g(¥)=n

* Le dernier point est une conséquence immédiate des deux précédents. |
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