Chapitre 21 : Espaces vectoriels (généralités)

EESPACES VECTORIELS :

GENERALITES
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I — Généralités

1) Notion d’espace vectoriel

Définition (espace vectoriel)  Soit E un ensemble non vide muni de deux lois :
ExE — FE
(z,y) — @4y

KxE — FE
Nzx) — Nz’

)

* une loi de composition interne + : {

* une loi de composition externe - : {

On dit que le triplet (E,+,-) est un K-espace vectoriel (ou que E est un espace vectoriel) si :
(Ev); (E,4+) est un groupe abélien
On notera O le vecteur nul de (E,+).
(Ev)s Vxe B, 1- 2 =2
On dit que 1 est élément neutre pour la multiplication par les scalaires.
(Ev)s VAeK, Vo,y e E, N-(z+y)= -2+ Ay
On parle de distributivité de la multiplication par les scalaires par rapport a I’addition dans E.
(Ev)s VpeK, Vee E, A+p)-z=X-z4+pu-x
On parle de distributivité de la multiplication par les scalaires par rapport a [’addition des
scalaires.
(Ev)s V\peK, Ve e E, (Au)-z=X-(u-x)
On parle d’associativité de la multiplication par les scalaires.

Vocabulaire : les éléments de E sont appelés vecteurs, ceux de K sont appelés scalaires.

Remarque : dans la pratique, on omettra le « - » de le multiplication externe : si A € K et x € E, on
écrira Az au lieu de A - z.

Exemple * L’ensemble K (muni de I'addition et de la multiplication dans K) est un K-espace
vectoriel (on vérifie facilement que les propriétés (Ev); a (Ev)s sont vraies).

* De méme, (K2, +,-) est un K-espace vectoriel, oil ’'on définit + et - par :

Y(z,v), (a,b) € R?, (x,y) + (a,b) = (x + a,y + b) et Az, y) = Az, \y)

Proposition (équations produit dans un espace vectoriel) Soient ' un K-espace vectoriel
et (A\,z) € K x E. Alors :

ANx=0g < A=0goux=0g

Démonstration Soit (A, ) € K x E. On raisonne par double implication.
(«<=) On traite deux cas.
* Supposons que A = 0. Puisque 0+ 0 =0, on a :

04+0-2=0-=z soit, d’aprés (Ev)q, 0-z+0-2=0-z,

Comme 0 - = est inversible dans le groupe (E,+), on a bien 0z = 0p.

* En supposant maintenant que x = Og, on utilise cette fois le fait que Og + O = Og et la propriété
(Ev)s pour obtenir que A-0p = 0g.
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(=) Supposons que A-x = 0g. Si A =0, alors il n’y a rien & démontrer. Supposons maintenant que A # 0. On
utilise les propriétés (Ev)s et (Ev)s :

1 1 . 1
X~()\~x):X~OE:OE c’est-a-dire <)\><)\> -2z =0g,

Ainsi, 1x - = 0g et donc z = 0. |

Notation/rappel : dans le groupe additif (F,+), 'inverse d’un élément = € F est noté —z (et on a
T+ (—x) = OE)

Proposition Soient F un K-espace vectoriel et 2 € E. Alors :

(-1)-z=—=z

Démonstration Soit z € E. On a :
lLoa+(-1)-o=(1g+(-1) - 2=0-2=0g

d’ont le résultat par unicité de 'inverse dans un groupe. |

2) Exemples fondamentaux

(a) K"
Soit n € N*. On munit I'ensemble K™ des opérations + et - définies par, pour tous A € K et
(1, ymn), (Y1, yn) € K,

(xla"'amn)+)"(yla--‘ayn):(ajl_}')‘yl,"'?xn_{')‘yn)

On peut vérifier que (K", 4+, ) est un K-espace vectoriel. Le vecteur nul de K" est Og» = (0,...,0).

Remarque : on peut aussi dire que C™ est un R-espace vectoriel (si on multiplie un élément de C™
par un réel, on obtient encore un élément de C™), mais R™ n’est pas un C-espace vectoriel.

(b) Espace K[X]
L’espace K[X] des polynomes a coefficients dans K est un K-espace vectoriel, le vecteur nul étant Og(x,
(polynéme nul).

(c) Espace des fonctions K

Soit £ un ensemble non vide. On rappelle que K désigne I’ensemble des fonctions définies sur Q et a
valeurs dans K. Si f,g € K® et si A € K, on rappelle que la fonction f 4+ \g : @ — K est définie par :

VeeQ,  (f+Ag)(x) = f(z)+ Ag(x)
On vérifie facilement que (K, 4,:) est un K-espace vectoriel. Le vecteur nul de cet espace est la

fonction nulle Ogo : { € — K .
w — 0

Cas particulier : pour Q = N, on obtient que 'ensemble KN des suites numériques a valeurs dans K
est un K-espace vectoriel.

(d) Espace ., ,(K)

On sait que, pour tout n € N* le triplet (., (K),+, x) est un anneau (x désigne ici le produit
matriciel). On vérifie facilement que pour tout (n,p) € (N*)?| le triplet (4, ,(K), +, -) est un K-espace
vectoriel. Le vecteur nul est 0 4, (&) = On,p (matrice nulle).

3
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(e) Produit cartésien d’espaces vectoriels

Soient n € N* et (F1,41,1),- -+, (En, +n, n) des K-espaces vectoriels. On peut montrer que le produit
cartésien £ = Fq x --- X E, est un K-espace vectoriel pour les opérations + et - définies par :

(xla"'axn)+)"(yla"’ayn):(‘Tl+1)"1y17"‘7$n+nA'nyn)

pour tous A € K et (z1,...,2y),(y1,...,yn) € E. On vérifie que (F,+,-) vérifie bien les propriétés de
(EV)l a (EV)5.

3) Notion de combinaison linéaire

Définition (combinaison linéaire d’une famille finie de vecteurs)  Soient E un espace
vectoriel, n € N*| (u1,...,u,) € E™ et u € E. On dit que le vecteur u s’exprime comme combi-
naison linéaire des vecteurs uy, ..., u, s’il existe A1,..., A, € K tels que :

n
U= AU+ -+ A\up i.e. uzzx\kuk
k=1

Exemple x Dans R?] le vecteur (—2,0) est combinaison linéaire des vecteurs (1,2) et (3,2)
car :

(—2,0) = (1,2) — (3,2) = 1 x (1,2) + (~1) x (3,2)

* Dans R[X], Le polynome P = X2 — 2X + 3 s’exprime comme combinaison linéaire des vecteurs

1,X, X2
* Plus généralement, tout polynome de degré inférieur ou égal a n (i.e. tout élément de K, [X])
s’exprime comme combinaison linéaire des monémes 1, X,..., X",

1 —
-1 0

10 0 1 0 0
O B U B ()

puisque A = B —iC — D.

* Dans .#5(C), la matrice A = (

) s’exprime comme combinaison linéaire de :

On peut généraliser la notion de combinaison linéaire en introduisant celle de famille presque nulle.

Définition (famille presque nulle)  Soit I un ensemble non vide.

* Une famille de scalaires ()\;);er € K! est dite presque nulle s'il existe un sous-ensemble fini .J
de I tel que :
Viel \ J, Ai=0

* On note K Pensemble des familles presque nulles de scalaires indexées par I.

Définition (combinaison linéaire d’une famille de vecteurs) Soit (u;)ier € ET une famille
de vecteurs de F et u € E. On dit que u est combinaison linéaire des vecteurs de la famille (u;)ier

sl existe une famille (\;);er € KU presque nulle telle que u = Z il
el

Exemple  Tout polynéme P € K[X] s’écrit comme combinaison linéaire de la famille (X™),en.
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II — Sous-espaces vectoriels

Soit (E,+,-) un K-espace vectoriel.

1) Définition

Définition (sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel) Soit F' un sous-ensemble de E.
On dit que F est un sous-espace vectoriel de E si :
Sev); Op € F

Sev), YA €K, V(z,y) € F2, s+ \y € F
On dit que ’ensemble F est stable par combinaisons linéaires.

Exemple  On vérifie facilement que {Og} et E sont des K-sous-espaces vectoriels de E (dits tri-
viauz). On dit aussi que {Og} est espace nul.

L’intérét de cette notion réside dans le propriété suivante.

Proposition  Si F € Z(F) est un sous-espace vectoriel de E, alors (F,+,-) est un K-espace
vectoriel et Op = 0.

Démonstration On vérifie facilement que les propriétés (Ev); a (Ev); sont vérifiées. [ ]

Remarque : ainsi, pour montrer qu’un ensemble a une structure d’espace vectoriel, il suffira de montrer
qu’il s’agit d’'un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel classique.

Exemple L’ensemble F' = {(a:, y,2) € R3 } rT—Yy—z= 0} est un R-espace vectoriel.
Démonstration Comme R? est un R-espace vectoriel et puisque F' C R3, il suffit de montrer que F est un
sous-espace vectoriel de R3.

* Ona0—0—0=0donc Ogs = (0,0,0) € F.
* Soient A € R et (z,y, 2), (a,b,¢) € F. Montrons que (z,y,2) + A(a,b,¢) € F. On a :

(z,9,2) + Ma,b,¢) = (x + Aa,y + \b, z + Ac)
et :

(z+Xda)—(y+ M) —(z+Xo)=(x—y—2)+Aa—-b—c¢)
=0+Ax0 (car (x,y, 2), (a,b,c) € F)
=0

Ainsi, (z,y,2) + Aa,b,c) € F.
Finalement, F est un sous-espace vectoriel de R3.

2) Exemples

(a) Espace de polynomes K, [X]
Soit n € N. On rappelle que :
K, [X] = {P € K[X] |deg(P) < n}

Alors K, [X] est un sous-espace vectoriel de K[X].
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Démonstration * Clairement, K, [X] est un sous-ensemble de K[X]. Le polynéme nul Og[x] est de
degré —oo. Ce degré est bien inférieur ou égal a n. Donc Og[x] € K, [X].
* Soient A € Ket P,Q € K, [X]. D’apreés les propriétés du degré, on a :

deg(P + Q) < max(deg(P),deg(Q)) < max(n,n) =n

car on sait que deg(P) < n et deg(Q) < n (puisque P et Q appartiennent & K, [X]). Donc P+Q € K, [X].
De plus :

—00 siA=0
deg(AP) = { deg(P) si € K*

Dans tous les cas, on a deg(AP) < n donc AP € K,,[X].
Ainsi, K, [X] est un sous-espace vectoriel de K[X]. ]

(b) Droites vectorielles

Soit v € B \ {OE}

Définition (droite vectorielle) On appelle droite vectorielle de E engendrée (ou dirigée) par le
vecteur v le sous-ensemble de E suivant :

P, = { |1 eK}

Exemple  Dans R?, si v = (1,0), alors 2, = {(),0) ‘ A € R} est axe des abscisses.

Proposition La droite vectorielle &, est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration Tout d’abord, il est clair que 2, C F.
* OnaOg=0-v (et 0 € K) donc 0 € Z,.
* Soient A € K et 2,y € Z,. 1l existe alors A, Ay € K tels que z = A v et y = A\yv. Par conséquent :

T+ Ay = Av+ A M) = (A + AN))v € D,

Ainsi, 2, est un sous-espace vectoriel de E. |

Remarques :

* Dans R? et R3, on retrouve la notion de droite (vectorielle) usuelle vue dans les classes antérieures.
* Siv=_0g, alors 2, = {0g}.
(c) Plans vectoriels

Soient u et v deux vecteurs non colinéaires de E (ce qui signifie qu’il n’existe pas de scalaire A € K tel
que u = Av ou v = A\u).

Définition (plan vectoriel) On appelle plan vectoriel de E engendré par les vecteurs u et v le
sous-ensemble de E suivant :

Puw={du+ | (A p) € K?}

Comme pour les droites vectorielles, on montre facilement que &, , est un sous-espace vectoriel de E.

Remarque : dans R?, on retrouve la notion de plan (vectoriel) vu en terminale.
a%% Exercice 1. Montrer que K = {P € Ry[X]|P' — 2X P = Og,[y]} est un sous-espace
vectoriel de Ra[X].
2. Montrer que L = {M € .#,(R) ‘ M+ M7T =0,} est un sous-espace vectoriel de ., (R).
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(d) Ensemble des solutions d’un systéme linéaire homogéne

Proposition  Soit A € ., ,(K). L’ensemble des solutions du systéme linéaire homogéne :

d’inconnue X € KP? est un sous-espace vectoriel de KP.

Démonstration Posons Sol = {X € KP | AX = Og» }
* Tout d’abord, il est clair que Sol C KP.
* Ensuite, A x Ogr = Og» donc Ogr € Sol.

* Enfin, pour tous A € K et X,Y € Sol, on a:
AX 4+ X2 Y)=AX 4+ X - AY = 0gn + A - Ogn = Og»

Ainsi, X + \Y € Sol.

Donc Sol est un sous-espace vectoriel de KP. |

(e) D’autres exemples

* L’ensemble ¢ des suites u € KN convergentes est un sous-espace vectoriel de K.

* Soient n € NU{oo} et 2 un sous-ensemble non vide de R. Alors I’ensemble €™ (€2, R) des fonctions
de classe € sur € est un sous-espace vectoriel de R,

* Soit n € N*. L’ensemble 7,,(K) des matrices triangulaires supérieures a coefficients dans K est
un K-sous-espace vectoriel de ., (K).

* L’ensemble &(R) des fonctions paires définies sur R a valeurs dans R est un sous-espace vectoriel
de RE,
3) Opérations sur les sous-espaces vectoriels

On rappelle que, si I est un ensemble non vide et si (F;);c; une famille de sous-ensembles de E, alors
I'intersection des ensembles de cette famille est définie par :

(Fi={zcE|Vicl, zcF}
iel

Proposition (intersection de sous-espaces vectoriels) Soient I un ensemble non vide et

(F})icr une famille de sous-espaces vectoriels de FE. Alors, ﬂFz est un sous-espace vectoriel de
el
E.

Démonstration Tout d’abord, il est clair que n F,CFE.
iel
*x Pour tout i € I, on a Og € F; car F; est un sous-espace vectoriel de F donc O € ﬂ F;.
iel
* Solent A € Ket x,y € ﬂ F;. Soit i € I. Alors z,y € F; donc x + Ay € F; (puisque F; est un sous-espace
iel
vectoriel de E). Ainsi, z + Ay € ﬂ F;.
il
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Finalement, ﬂ F; est un sous-espace vectoriel de FE. |
i€l

Attention : le résultat précédent est faux pour la réunion.

Exemple  Dans R?, on considére les vecteurs i = (1,0) et j = (0,1). On considére les droites
vectorielles Z; et Z;. Si 9; U 9; était un sous-espace vectoriel de R?, alors on aurait :

i+j:(1,1)€@iugj,

ce qui n’est pas le cas.

4) Sous-espace vectoriel engendré par une partie

Soient F un K-espace vectoriel et A une partie quelconque de E.

Définition * L’intersection de tous les sous-espaces vectoriels de E qui contiennent A est
appelée le sous-espace vectoriel de E engendré par A. On le note Vect(A). On a donc :

Vect(A) = ﬂ F
F SEV de E
ACF

* Si A = (a;)ier € ET est une famille de vecteurs de E, on note aussi :

Vect(A) = Vect(a;)ier

Remarques :

* En tant qu’intersection de sous-espaces vectoriels de E, ’ensemble Vect(A) est un sous-espace
vectoriel de E.

* Par définition de Vect(A), on a clairement A C Vect(A).

* Par définition, Vect(A) est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant A, i.e. :

VFSEVde E, ACF = Vect(A)CF

Exemple * Vect(@) = Vect({0g}) = E et Vect(E) = E
* Siwv est un vecteur de E, alors Vect({v}) = Z,.

* Siwu et v sont deux vecteurs non colinéaires de E, alors Vect(u,v) = &, .

On dispose d’une caractérisation plus pratique de Vect(A).

Proposition  Si A = (a;)ic; € E! est une famille de vecteurs de E, alors Vect(A) est I’ensemble
des vecteurs de F qui s’expriment comme combinaisons linéaires des vecteurs de A, i.e. :

Vect(A) = {Z Aia;

il

(Ai)ier € K(I)}

Démonstration On note F' l'ensemble des vecteurs de F qui s’expriment comme combinaisons linéaires

des vecteurs de A, i.e. :

(Mi)ier € K(I)}

8
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* On vérifie facilement que F' est un sous-espace vectoriel de F qui contient A. Par définition de Vect(A),
on a donc l'inclusion Vect(A) C F.

* Soit (A\;)ier € K@, Pour tout i € I, onaa; € Aet AC Vect(A) donc a; € Vect(A). Comme Vect(A) est
un K-espace vectoriel, on a Z Aia; € Vect(A). Ainsi, on a l'inclusion F' C Vect(A).

iel
Par double inclusion, on a bien 1’égalité F' = Vect(A). [ |
Exemple * R? = Vect((1,0),(0,1))

Démonstration On a:

R? = {(x,y) | (z,y) € R2} = {:r(LO) + y(0, 1)| (z,y) € R2} = Vect((l,O)7 (0, 1)),
ce qu’il fallait démontrer. |
* Co[X] = Vect(1, X, X?)
Démonstration Par définition de Cz[X], on a :
C’[X] = {aX? +bX +c|(a,b,c) € C*} = Vect(1, X, X?),

ce qu’il fallait démontrer. |

(0. 0.0 .0 Y)

Démonstration On a:
_ a b ol 1 0 01 0 0 0 0
///g(]R)—{(C d) (a,b,c,d)eR}—{a(O O)—!—b(O 0)+c(1 0)+d<0 1)
1 0 0 1 0 0 0 0
vt (5 0) (0 0) (1 0)(6 1)

ce qu’il fallait démontrer. |

(a,b,c,d) € R4}

Remarque : pour montrer que F' € Z(FE) est un sous-espace vectoriel de E, il suffit de trouver une
partie A de F telle que F' = Vect(A).

Exemple L’ensemble F' = {(m, y,2) € R3 ‘ xT—2y+z= 0} est un sous-espace vectoriel de R3.

Démonstration * Tout d’abord, on a bien F' C R? par définition de F.
* Soit (z,y,2) € R3. Alors :
(z,y,2) EF <= 2—-2y+2=0 < x=2y—z
= (2,9,2) = 2y — 2,9,2)
= (z,9,2) =y(2,1,0) + 2(—1,0,1)
< (z,y,2) € Vect((2,1,0),(-1,0,1))

On a donc F = Vect((2,1,0), (—1,0,1)).
Ainsi, F est un sous-espace vectoriel de R3. |

Exemple  L’ensemble G = {P € Ry[X]| X P’ = P} est un sous-espace vectoriel de Ry[X].

Démonstration * Tout d’abord, on a bien G C Ry[X] par définition de G.
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* Soit P € Ry[X]. Il existe a,b,c € R tel que P =aX?+bX +c.Ona P' =2aX +bet:

PcG < P=XP < aX?+bX +c=X(2aX +b)
— aX?+bX +c=2aX?+bX

a=2a

= b=2»b (par unicité des coefficients d’un polyndme)
c=0

— a=c=0

— P=0bX

<= P € Vect(X)

Donc G = Vect(X).
On peut donc conclure que B est un sous-espace vectoriel de Ro[X]. |

Exemple L’ensemble .#»(R) constitué des matrices symétriques de taille 2 x 2 & coefficients réels
est un sous-espace vectoriel de .#5(R).

Démonstration * On a clairement % (R) C #2(R).

* Soit A = (Z Z) € AM>(R). Alors :

Ac SHR) = AT=A = b=c — A:<Z Z)

1 0 0 1 0 0
<:)A—a<0 0)+b(1 0>+d<0 1)

F(R) = Vect(E1,1, E12+ Ea1, Ea.2)

Ainsi, on a 'égalité :

Donc . (RR) est un sous-espace vectoriel de .#4(R). [ |

Proposition Soient A et B deux parties de F.
* Si A C B, alors Vect(A) C Vect(B).

* Sia € A s’exprime comme combinaison linéaire des vecteurs de A\{a}, i.e. si a € Vect(A\{a}),
alors :

Vect(A) = Vect(A\ {a})

Démonstration * On sait que A C B C Vect(B). Or Vect(A) est le plus petit sous-espace vectoriel de
E qui contient A donc Vect(A) C Vect(B).

* Soit a € A tel que a € Vect(A\ {a}).

On sait que a € Vect(A\ {a}) donc {a} C Vect(A\ {a}). De plus, par définition de l'espace vectoriel
engendré, on a aussi A \ {a} C Vect(A \ {a}). Par conséquent :

{a} U (A\{a}) C Vect(A\ {a}) i.e. A C Vect(A\ {a})
Comme Vect(A) est le plus petit sous-espace vectoriel de FE contenant A, on a I'inclusion :
Vect(A) C Vect(A\ {a})
On a A\ {a} C A donc, d’aprés le premier point, on a l'inclusion Vect(A \ {a}) C Vect(A).
Par double inclusion, on a bien 1’égalité annoncée. |
Exemple  Dans R3 ona (1,2,1) = (1,0,1) 4+ 2(0,1,0), donc :
Vect((1,2,1),(1,0,1),(0,1,0)) = Vect((1,0,1), (0,1,0))

10



Chapitre 21 : Espaces vectoriels (généralités) MPSI Mariette

I1I — Familles remarquables de vecteurs

Soient E un K-espace vectoriel et I un ensemble non vide.

1) Famille libre, famille génératrice, base

Définition (famille libre, famille génératrice, base)  Soit .# = (e;);c; une famille de vec-
teurs de E (i.e. : Vi€ I, e; € E).

* On dit que .# est une famille génératrice de F si :
E = Vect(F)

Autrement dit, F est une famille génératrice de E si tout vecteur de E s’exprime comme
combinaison linéaire des vecteurs de cette famille.

* On dit que .% est une famille libre si pour tout famille ()\;);c; € KU ) presque nulle de scalaires,
on a:

Z)\iei — (ViEI, i ZOK)

Autrement dit, la famille F est libre si la seule combinaison linéaire des vecteurs de la famille
qui donne le vecteur nul O est celle dont tous les scalaires sont nuls.

* On dit que .# est une base de E si .% est a la fois une famille libre et génératrice de E.

Exemple * Dans R?, la famille ((17 0), (0, 1)) est libre.
* La famille (Ey 1, E12, E21, E22) est une famille génératrice de .#>(R).
* La famille (1, X, X?) est génératrice de Ro[X].
* La famille (X™),en est génératrice de C[X].

Exemple Dans Iespace vectoriel RR, on considére les éléments :
¢:x+—> cos(x), s:x —> sin(x) et t:xr— xcos(x)

La famille 4 = (¢, s,t) est libre.

Démonstration Soit (e, 8,7) € R? tel que ac + Bs + 4t = Oge. Montrons que a« = 3=~ =0. On a :
Vz € R, ac(z) + Bs(x) + yt(x) = Ogr(z) =0

c’est-a-dire :
Vo € R, acos(z) + Bsin(z) + yx cos(z) =0

En évaluant en z = 0, on obtient o = 0. Il reste :
Vz € R, Bsin(z) + vy cos(z) =0
En évaluant en z = 7, on obtient 8 = 0. I reste :
Vo € R, ~yx cos(xz) =0

En évaluant enfin en « = 7, on obtient —yr = 0, ¢’est-a-dire v = 0. Finalement, la famille (¢, s,t) est libre dans
F(R,R). [ ]

Remarques :
* La famille .# = & est libre.
* Siue€ E\ {Og}, alors la famille (u) est libre.

Démonstration Pour tout A € K| si A\u =0g, alors A =0 ou u=0g, i.e. A =0. |
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Proposition Soit # = (e;)ics une base de E. Alors tout vecteur de E se décompose de maniére
unique comme combinaison linéaire des vecteurs de cette famille, i.e. :

Vo e B, 3 (N)ier e KD, 2= Ny
i€l

Démonstration Soit x € E. On traite séparément ’existence et I'unicité.

*x Existence : comme £ est une base de F, elle est une famille génératrice de E. Ainsi :
E = Vect(#) = Vect(e;)ier
On a x € E = Vect(e;);er donc il existe (\;)ier € K tel que z = Z Ai€;.
iel
* Unicité : soient (\;)ier, (1i)ier € KU deux familles presque nulles de scalaires telles que :
T = Z)‘iei et T = Z,uiei
il iel
Montrons que, pour tout i € I, on a A; = p;. On a :
Z)\iei = Z,Ui@i donc Z (Ni — pi)e; = 0p
iel iel iel
Or la famille (e;);cs est libre (puisqu’il s’agit d’une base de E) donc :
Viel, )\i—/LiZO i.€. )\i:ﬂi7

ce qu’il fallait démontrer. ]

Vocabulaire : une famille qui n’est pas libre est aussi dite lice. Ainsi, une famille .# = (e;)ier € E!
est liée si et seulement s’il existe une famille presque nulle de scalaires (\;);er € KU telle que :

* E )\iei = OE;
iel
* il existe ig € I tel que \;, # Ox.
Avec ces notations, on a :
1
€ip = —7 E )\Z-ei
0 el
i#io
Ainsi, une famille est liée si et seulement s’il existe un vecteur de la famille qui s’exprime comme
combinaison linéaire des autres vecteurs de la famille.

Exemple Toute famille de vecteurs de E qui comporte le vecteur nul est liée.

Définition (coordonnées d’un vecteur dans une base)  Soient % = (e;)ic; une base de E
et u € E. L'unique famille de scalaires (\;);cs telle que :

u = E i€
el

est appelée famille des coordonnées du vecteur de u dans la base %.
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2) Bases des espaces vectoriels classiques

(a) Espace vectoriel K"
Dans K", la famille (eq,...,e,) ou :
Vi€ [1,n], ei = (0i4)jeqin]
est une base de E (appelée base canonique) de K".

Exemple  La base canonique de R? est ((1, 0,0),(0,1,0), (0,0, 1))

(b) Espace vectoriel ., ,(K)

Soit (n,p) € (N*)2. Pour tout (i,j) € [1,n] x [1,p], on note E; ; la matrice de taille n x p dont tous
les coefficients sont nuls sauf celui situé sur la ¢ ligne et j° colonne qui vaut 1. On remarque que :

Mo p(K) = Vect({Eij | (4,5) € [1,n] x [1,p]})

On vérifie facilement la liberté de la famille (E; ;)i j)ef1,n)x[1,p)- Cette famille est donc une base de
M »(K), appelée base canonique de .7, ,(K).

Exemple La base canonique de .#5(R) est la famille constituée des matrices :

1 0 0 1 0 0 0 0
Ei1= (O O) ) Ei2 = (0 0) ; Esq = <1 0> et Es9 = (O 1)

(c) Espaces de polynémes

* Comme tout polyndéme & coefficients dans K s’exprime de maniére unique comme combinaison
linéaire des vecteurs de la famille (X™),en, cette famille est une base de K[X], appelée base
canonique de K[X].

* De méme, pour tout entier naturel n, la famille (1, X, ..., X™) est une base de K,,[X] pour tout
n € N.

Exemple La base canonique de R3[X] est (1, X, X2, X3).

On dispose d'une condition suffisante qui garantit la liberté d’une famille de polyndmes.

Proposition  Soient I un ensemble non vide et (P;);er une famille d’éléments de K[X ]| de degrés
deux a deux distincts (on dit que la famille est échelonnée en degré). Alors la famille (P;);cs est libre.

Démonstration Raisonnons par I’absurde en supposant que la famille (P;);cs est liée. Il existe alors n € N*
n
et des scalaires A;,,..., \;, € K* tels que Z i P, = Ogx)- Quitte a ré-indexer les polynomes de la famille,
k=1

on peut supposer que :
deg(P;,) < deg(P;,) < --- < deg(FP;,)

On a: )
NiwPi ==Y NPy,
k=1

Pour tout k& € [1,n], on a deg(X;, P;,) = deg(FP;,,) (car \;,) et, puisque les polyndomes sont de degrés deux a
deux distincts,

n—1
deg (—Z )\ikPZ-k) = max (deg(P;,,...,deg(P;,_,)) = deg(P;,_,) < deg(P;,),
k=1

ce qui contredit 1’égalité précédente. |

Exemple La famille # = (X, X2 + 1, — X3 + 1,2) est-elle une base de R3[X]?

Démonstration La famille .# est composée de polynomes de R3[X] de degrés deux a deux distincts. Celle
famille est donc libre. De plus, Card(.#) = dim(R3[X]) = 4 donc .Z est une base de R3[X]. [ |
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3) Propriétés

Soit E un K-espace vectoriel.

Proposition (sur les familles libres)  Soit .# = (e;);er une famille libre de vecteurs de E.
* Toute sous-famille (e;);cs (ot J C I) de .Z est libre.
* Soit z € E. Si x ¢ Vect(.#), alors la famille (%, x) est libre.

Démonstration * Soit (A;)ies € K. On suppose que Z Aie; = 0. Ceci peut se réécrire :
ieJ

Z/\iei—k Z Oel:OE
= i€\
Or la famille (e;);es est libre donc, pour tout ¢ € J, on a A\; = 0. La famille (e;);cs est donc libre.
x Soit z € E\ Vect(.Z). Montrons que la famille ((e;);er, ) est libre. Soient (\;)ier € K et € K. On
suppose que :
Z Aiei +pr = 0g
il

Si p # 0, alors on obtient que x est combinaison linéaire des vecteurs e; (i € I), ce qui contredit

I’hypotheése. Ainsi, u = Ok, et il reste Z Aie; = 0g. On conclut en utilisant la liberté de .%. |
iel
Proposition (sur les familles génératrices)  Soit .# une famille génératrice de E.

* Toute sur-famille 4 O .F de .Z est génératrice de E.

* Soit x € F tel que x € Vect(F \ {z}). Alors (%, x) est une famille génératrice de E.

Démonstration * Comme . C ¢, on a Vect(F) C Vect(¥). Par hypothése sur la famille .#, on a
Vect(#) = E et comme E est un espace vectoriel, on a aussi I'inclusion Vect(¥) C E. Ainsi :

E = Vect(¥) C Vect(¥9) C E

Par double inclusion, il vient E = Vect(¥). La famille ¢ est une famille génératrice de E.

* Cette propriété provient de I'égalité Vect(F) = Vect(F, z), déja démontrée. |

IV — Sous-espaces vectoriels supplémentaires

Dans cette partie, on considére un K-espace vectoriel E et des sous-espaces vectoriels F' et G de F.

1) Somme de sous-espaces vectoriels

Définition (somme de F et G)  On définit la somme de F' et G, notée F' + G, par :
F+G:{x€E|EI(xF,xg) e Fxa@G, x:xp+xg},

1.e.:
F—i—G:{a;F—i—xg‘(xF,xg)eFxG}
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Par définition, F' 4+ G est donc un sous-ensemble de F.

Proposition (structure de F 4 G) L’ensemble F' 4+ G est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration Tout d’abord, on a F + G C E.
*x Comme F' et G sont des sous-espaces vectoriels de F, on a 0 € FNG donc 0 =0 +0g € F + G.
* Soient A € K et z,y € F + G. Par définition de '+ G, il existe xp,yr € F et zg,yg € G tels que :

T =xp+ g et Yy=yr+yc
Ainsi :
x4+ Ny =(xp+2g)+ MNyr +yc) = (xr + \yr) + (x¢ + A\zg)

Or zp,yr € F et F est un sous-espace vectoriel de F donc zp + A\yrp € F. De la méme maniére, on a
g+ A\yg € G. Ainsi, x + Ay € F + G.

Finalement, F' + G est un sous-espace vectoriel de F. |

Exemple  Dans R2, considérons les vecteurs u = (1,0), v = (0,1) et w = (0, —1), ainsi que les
droites vectoriels %, &, et Dy,.

*x On a:
Du+ Dy = {A1,0) + pu(0,1) | A\, p € R} = {(A\, p) |\, p € R} = R?

* De plus :

Do+ D = {N0,1) + (0, =1) | A, p € R} = {(0, =X — p) | A\, € R}
{(0,6) |6 € R}
7

v

2) Somme directe

Définition (somme directe de deux sous-espaces) On dit que F' et G sont en somme directe
si tout vecteur de F' 4 G se décompose d’une unique maniére comme la somme d’un vecteur de F' et
d’un vecteur de G, i.e. si :

Vze F+G, 3l (z,y) e FxXG, z=x+y

Dans ce cas, I’ensemble F' + G est alors noté F' @ G pour préciser que la somme est directe.

Exemple  Siv=(0,1) et w=(0,—1), alors les droites vectorielles Z, et Z,, ne sont pas en somme
directe car v € 2, + 9D, et :
v =10+ Ogz = Og2 + (—w)

Le vecteur v se décompose donc de deux maniéres différentes comme la somme d’un vecteur de %, et
d’un vecteur de %,,. Ces deux sous-espaces vectoriels ne sont donc pas en somme directe.

Le résultat suivant permet en pratique de montrer que deux sous-espaces vectoriels de E sont en somme
directe.
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Proposition  Les sous-espaces F' et G sont en somme directe si et seulement si F NG = {0g}.

Démonstration On raisonne par double implication.

On suppose que E et F sont en somme directe. Comme F et G sont des sous-espaces vectoriels de E, on
a clairement l'inclusion {0g} C F N G. Soit maintenant z € FF N G. Alors :

= x +0g = 0 + =z
M~~~ A
cF cG cF €eqG

En particulier, x € F + G et, par unicité de la décomposition, on a nécessairement x = Og. Ainsi,
F NG C {0g}. Par double inclusion, on peut conclure que F NG = {0g}.

Soit z € F' + G. On suppose qu’il existe z, 2’ € F et y,y’ € G tels que :
z=x+y et z=a'+y

Alors :
r—2' =y —yeFNG

car F et G sont des espaces vectoriels. Or FNG = {0g} donc x — 2’ =0g et ¥/ —y = 0pg, i.e. x =2’ et
y =1vy'. Ainsi, F et G sont en somme directe. [ |

Exemple  Dans RE, les espaces F' = Vect(cos) et G = Vect(sin) sont en somme directe.

Démonstration Soit f € Vect(cos) N Vect(sin). Il existe A, i € R tels que f = Acos = psin, i.e. tels que :
Vo € R, f(z) = Acos(z) = psin(zx)

En évaluant en 0, on obtient A = 0, d’ou 'on tire que f = Oge. Ainsi, on a l'inclusion F NG C {Oge} et comme
I'inclusion réciproque est immédiate, on a F NG = {Oge}. Autrement dit, F' et G sont en somme directe dans
E. |

3) Sous-espaces supplémentaires

Définition Les sous-espaces F' et GG sont supplémentaires dans F si £ = F & G.

Remarque :

E=F®G < Ve e E, I (zp,zg) € FxG, x =xp + g

FNnG={0g}

Exemple  Dans R?, siu = (1,0) et v = (0, 1), alors R? = 2, © 2,.

Démonstration Comme ((1, 0), (0, 1)) est une base de R?, tout vecteur de R? s’exprime de maniére unique
comme combinaison linéaire des vecteurs (1,0) et (0, 1). |
Exemple Dans R3, les sous-espaces vectoriels :

P ={(z,y,2) ER* |z —y+2=0} et 2 = Vect((1,1,1))

sont supplémentaires.
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Démonstration Soit (x,y, z) € R%. Montrons que :
INY,2)e P x P, (z,y,2) =Y +Z

en raisonnant par analyse-synthése.

* Analyse : supposons qu’il existe (Y, Z) € & x & tel que (z,y,2) =Y + Z. Comme Z € 2, il existe
A€eRtel que Z = A(1,1,1) = (A, A, \). Ainsi :

Y=(z,y,2)—Z=(x—A\y—\z—N\)
et on sait que Y € & donc :
=N —-—W—-AN+(Ez-XN=0 i.e. A=z—y+z

Ansi, Z=(x—y+z,x—y+z,o—y+2)etY =(y—z,—x+2y— 2z, —x+y). Les vecteurs Y et Z sont
donc uniquement déterminés.

* Synthése : considérons les vecteurs Y = (y—z, —z+2y—z,—z+y) et Z = (x—y+z,x—y+z,x—y+2).

On a:
Z=(@x—-y+2)(1,1,1) e et y—z—(—r4+2y—2)—z+y=0
—_———
eR

donc Y € &. Enfin, on a bien Pégalité (x,y,z) =Y + Z. Ceci prouve l'existence de la décomposition. H

Finalement :
RE=2Z®2
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