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I — Comparaison de fonctions

L’un des objectifs de ce chapitre est de calculer les limites suivantes :

x—0 .%'2 ’ T—>+00 €T z—0 €T

T 11— 1\° V1 -1
Elzlimu o = lim <1+> et €3zlim+7x

La premiére limite donne lieu & la forme indéterminée « — ». Pour lever cette indétermination, il s’agit

de comprendre & quelle vitesse la fonction x — e® —1 —x tend vers 0 quand x tend vers 0 par rapport
a la fonction x — 22

Dans tout ce chapitre, I désigne un intervalle non vide et non réduit & un point, a et est un élément de
ITet f,g,h,k € I® sont des fonctions définies sur I & valeurs réelles (voire complexes); on supposera
par ailleurs que ces fonctions ne s’annulent pas sur I (sauf éventuellement au point a).

1) Négligeabilité et domination

(a) Deéfinitions et exemples

Définition (négligeabilité, domination) * On dit que f est négligeable devant g au voisi-
, B . f@)
nage de a, noté f(x) = o(g(x)), si ;E}}z@ =0.
* On dit que f est dominée par la fonction g au voisinage de a, noté f(x) = O(g(x)), si la
xr a

fonction = est bornée au voisinage de a.
g

. In(z
Exemple * On aln(xr) = o(z) car, par croissances comparées, on a (z) — 0.
T—>+00 x T—>+00

* Par le méme théoréme, on a In(z) = o <)

4 2

4
= o(z?) (car — =2 — 0); ceci exprime la petitesse de x4 devant 22 quand x est
z—0 x z—0

petit. Par contre, on a 22 = 0(x4); cette relation exprime immensité de x* par rapport a

T—r+00

x Onax

z? quand z est grand.

sin(z
* On a sin(x) = o(x) car (z) = 0 (produit d’une fonction bornée par une fonction qui
T 00 €T T 00

tend vers 0).
* On a sin(x) =, O(1) car :

T—r
sin(xz) .
Vo € R, —-1< = sin(zr) <1
* Deméme, z = O(x+1) car:
T—>+00
Vo € R 0< ——<1
x S X
+ z+ 1

Remarque : on a

Exemple Onae™ = o(l).
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(b) Propriétés

Proposition (1) Transitivité des relations O et o
Si f(x) = o(g(x)) et g(x) = o(h(z)), alors f(x) = o(h(z)) (méme propriété pour O).
Exemple Si f(z) = o(2?), alors comme on sait que > = o(x), on a aussi f(z) = o(x).
z—0 z—0 z—0

(73) Soit A € R*. Si f(z) = o(g(z)), alors f(z) T o(Ag(x)) et Af(x) = o(g(z)) (méme propriété

Tr—a —a

pour O).

On dit que les relations o et O absorbent les constantes multiplicatives.

Exemple  Sion sait que f(z) = o (E), alors on a aussi f(z) = o(z).
z—0 2 z—0

o(h(z)) et g(x) = o(h(x)), alors f(z) + g(z) = o(h(x)) (méme propriété pour

T—a T—ra T—a

(i) Si f(z)
).

Exemple  Onao(z)+o(x) = o(z).

z—0

(iv) Sif(z) = o(g(x)) et h(z) = o(k(x)), alors f(z)h(zx) = o(g(x)k(x)).

Exemple  Si f(x) = o(x?) et g(x) e o(x?), alors zf(x) e o(x?).
(v) St f(z) = ol(g(x)), alors f(x)h(z) = of(g(x)h(z)).

Exemple  Si f(x) =, o(x?), alors 2 f(zr) = o(z?).

(vi) Si f(z) = olg(x)), alors f(z) = O(g(x)).

r—a rT—a

Démonstration (pour la relation o) (¢) En utilisant 'hypothése, on a :

f@) @) o) -
hw) ~ g@) " h) aa 000

donc f(z) = o(h(z)).

(7)) Soit A € R*. Comme Z;((g — 0,o0na:
(a) L M@
M@ e ) e
donc f(x) = o(Ag()) et Af(x) = olg(a)).
(#i1) De la méme fagon :
f@) +9(=) _ f=) | g(@) _
W@ h@) h@) o 0T0=0
donc f(x) +g(x) = olh(x).
(iv) On a :
Fhz) _f@) )

doe f(x)h(x) = olg(a)h(x)).

(v) De méme :

done f(x)h(x) = olg(a)h(x)).

T—ra
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f() —— 0 (limite finie). La fonction

(vi) Si f est négligeable devant la fonction g au voisinage de a, alors @
g(x) z—a

i est donc bornée au voisinage de a, ce qu’il f allait démontrer. |
g

Exemple  Admettons que e” = 1+ z+o(x) et que sin(z) = x4+ o(x). Alors :

T— x—0

e sin(x) =, o(z) + 2z o(z) + o(z) X o(x)

T—r

= x+o(z) + o(z?) + o(2?)

z—0

= x+o(x)

z—0

2) Equivalence entre fonctions

(a) Définition et exemples

Définition (fonctions équivalentes) On dit que f est équivalente a g au voisinage de a, noté

f(x)

flx) ~ g(x),si i}gzm = 1.

Exemple x* Onax+1 ~ wxcar:

* On a 2202 4 22 4+ 50 ~ b5z car:
z—0

1,2023 _1_332 + 5 B $2022 T
5x 5 5

* On sait également que sin(x) ~, T
T—

(b) Propriétés

Proposition La relation « étre équivalente & » est une relation d’équivalence.

Démonstration * Réflexivité : on a clairement f(z) ~ f(x).
Tr—ra

* Symétrie : si f(z) ~ g(zx), alors
T—a

g(z) 1 1_,
T f(@) r—a I o
fl2) L3 =

donc g(z) ~ f(z).
r—a
* Transitivité : supposons que f(z) ~ g(x) et que g(z) ~ h(z). Alors :
—a —

donc f(z) o h(z).

La relation « étre équivalente a » est donc bien une relation d’équivalence. |
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Proposition  On suppose que f(x) ~ g(z) et que h(x)
r—a

() f(@)h(z) ~ glx)k();
I 1
U @) S g
f(=) 9(x) .

W) 5 oS b
(iv) |1(2)] ~ lo(z)]:
(v) sif e R*, alors

~ k(x). Alors :

T—

lim f(z) =0 < f(z) ~ ¢

r—a r—a

Démonstration 11 suffit d’écrire la définition. [ |

Exemple Comme e* —— 1, onae® ~ 1.

z—0 z—0
22
22 Exercice En admettant que e —1 ~ =z et que 1 — cos(z) ~ —, calculer la limite :
z—0 z—=0 2
T _
L= tim 21
2—0 1 — cos(z)
. . z(e® —1) . . L
Solution. Soit f: x> —————=. Par produit et quotient d’équivalents, on a :
1 — cos(z)
T XT
2
donc (propriété (v) ci-dessus) L = 111%2 =2.
T—
Proposition On a :
f@) ~ g(x) < [f(x) = g(x)+o(g(x))
Tr—a Tr—r
Démonstration En effet :
£(@) = g(e) +olale)) > F&)—gla) = olgle)) = LD_ID__y
z—a z—a g(x) z—a
= M -1—0
g(,’]’,‘) Tr—a
(z)
= =
g(x) r—a

= flz) ~ g(x) u

Exemple * On asin(z) = x4+ o(z).
z—0
* Si f(z) —— L € R, alors f(zr) = ¢+ o0(1). Par exemple, e = 1+ o0(1).
T—a T—a z—0

ATTENTION : la relation ~ n’est pas compatible avec I'addition (/soustraction) !
Tr—a

Exemple Onax—-—1 ~ x+let—2x ~ —xmais—1x 1.
T—+00 r—+00 T—+00
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Proposition (limite et signe) On suppose que f(z) ~ g(x).

r—a

(i) Soit £ € R. Si g(z) — ¢, alors f(z) — L.

(7i) Si g est a valeurs strictement positives au voisinage de a, alors f est & valeurs strictement
positives au voisinage de a et :

VaeR,  f(x)* ~ g(x)*

Tr—ra
Démonstration (i) On a:
f(x):ng(x)——ﬁlezﬁ
g(]}) r—a
(ii) On a f((x; —— 1 > 0 donc la fonction f est a valeurs strictement positives au voisinage de a. Par
g €T T—ra g

produit, la fonction f = i X g est & valeurs strictement positives au voisinage de a. De plus :
g

g(@)*  \g(x)
donc f(x) e g(z)*. |
. . 1 . . 1
Exemple * Sion sait que f(z) ~ —,alors lim f(x)= lim — =0.
T——00 I T—r—00 T——00 I
* Ona vzt +3224+1 ~ 22
Tr—+00
%% Exercice (vrai ou faux?)  Si lim f(x) = lim g(x), a-t-on nécessairement f(x) ~ g(x)?
r—a T—a Tr—a
Le résultat suivant est trés utilisé en pratique.
Proposition (principe de substitution) Soit ¢ € IV et b € J. On suppose que :
flx) ~ g(z) et que lim p(z) = a
r—a x—b
Alors :
flo(x)) ~ gp(x))
z—b
Démonstration D’aprés le théoréeme de composition des limites, on a :
o L) s
w=b g(p(z))  v=a g(y)
ce qu’il fallait démontrer. |
1 1 1
Exemple En admettant que e* =1 ~ z,onaex —1 ~ — car — —— 0.
x—0 r—+00 I €r xT—+00
1 —cos (%)

%% Exercice Déterminer la limite £ = lim en admettant que :

T—+00 sin(e *m)

2
1 — cos(t) Kavtey et sin(t) ot t

ATTENTION : il est interdit de composer & gauche avec les équivalents.

Exemple Onaz+1 ~ 2 mais ex“f e?.
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Proposition (lien entre O, o et ~) (7) On suppose que f(z) = o(g(x)) et que g(xz) ~

T—ra Tr—a

h(zx). Alors f(x) =, o(h(x)) (méme propriété en remplagant o par O).
(i) Si /(@) ~ g(a), alors f(@) = O(g(a))

Démonstration (1) On a:

= X 1><O:07

d’ou la relation annoncée.

(#i) Par hypothése, la fonction f tend vers 1 (limite finie) quand x tend vers a donc cette fonction est bornée
g

au voisinage de a. [}

3) Equivalents usuels

Proposition (équivalents usuels) Soient n,p € N tels que n < p et ay,,...,a, € R tels que
an # 0 et ap # 0. Alors :

p p

g apz® ~ apz™ et g apx®  ~ apz?
x—0 x%ioo

k=n k=n

On dispose des équivalents suivants en 0 :

(1) e* =1 Ravn.
(t7) In(14+2) ~ x
z—0

(vit) 1+x)*—=1 ~, @& pour tout a & R* et, en particulier, /1 +2 —1 ~ g
T—

z—0

(iv) sin(x) Raor

x—0

arctan(z) ~

)
)

(iz) arcsin(z) ~ =z
) x—0
)

tan(x) Rt

Démonstration Hormis les points (v) et (vii), tous les équivalents découlent de la dérivabilité en 0 de la
fonction usuelle mise en jeu. Par exemple pour (iii), si « € R*, alors la fonction f : z — (14 x)“ est dérivable
en 0 (car dérivable sur | — 1, +o0]) et :

f@) = FO) _(tmn 1

z—0 x x—0
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d’ott I’équivalent annoncée. Pour le point (v), on a :

. 2
1 — cos(x) 2sin (%) x2/4 1
= ~ 2 — —
x2 x? a—0 2 2
On procéde de la méme maniére pour le point (vii). |

D™ Exercice Déterminer les limites suivantes :

1.2

-1 /4 2_9

/p = lim sin(m)ei et ly = lim e <
z—0

cos(z) — 1 z—+00 /8x3 + 122 + 9

Proposition (théoréme des gendarmes pour les équivalents) On suppose ici que les fonc-
tions f, g et h sont a valeurs dans R . Par ailleurs, si :

* Vrel, f(z) < g(x) < h(x);
* f(x) ~ h(x).

r—a

Alors g(x) o f(x).

Démonstration Pour tout « € I, on a en divisant par f(z) > 0 dans les inégalités :
g(x) _ h(z)
Ve el, 1< g 2
S f@) T f(e)
d’ott le résultat d’aprés le théoréme des gendarmes. |

Exemple Considérons une fonction f: R} — R telle que :
Ve >0, < f(@)<z+Vr—In(x)
Comme z + /x —In(z) ~ =z, le résultat précédent implique que f(z) ~ =x.
T—+00 T—+00
4) Croissances comparées

On peut reformuler les croissances comparées a I’aide de la négligeabilité.

Proposition (croissances comparées) Soient «, 3,7 € RY.

* Au voisinage de +00 :

* Au voisinage de 07 :

Démonstration Il s’agit simplement d’une réécriture des croissances comparées bien connues. |

II — Développements limités

Dans cette partie, on considére a € R et f est une fonction définie au voisinage de a.
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1) Définition

Définition (développement limité) Soit n € N. On dit que f admet un développement limité
a lordre n au voisinage de a (en abrégé « f admet un DL, (a) ») s'il existe co, ..., c, € R tels que :
n
_ _©\k _A\n
f() x:ach(x a)* +o((z —a)"),
k=0
e :
n
- Z cx(z — a)k
lim r=0 =0
T—a ($ — a)”
Le polynoéme T;, ¢, = ch k est appelé partie réguliére du DL, (a ) de f.
Exemple x Exemple de DL1(0) : 1 — x + 22 =, 1—z+o(x)
T—

Pour obtenir un DL en 0 d'un polyndéme, il suffit donc de tronquer le polynéme a l'ordre voulu.
* Exemple de DLy(1) : 2+ = N 3+(xz—1)+o(x—1).

* Dans le chapitre sur la dérivation, on a vu que f € R! est dérivable en a € I si et seulement si :

(BeeRl, INER, Vz eI, f(z) = f(a)+ Max —a) + (z — a)e(z)) et  e(z)—0

T—ra

Autrement dit, f est dérivable en a si et seulement si f admet un DL (a).

* Parmi les DL & connaitre, le plus « simple » est le suivant :

Vn € N, 1_1‘96_)021: +o(x

Soient en effet n € N et x €] —1,1]. Alors :

n 1 — gntl 1 2t
— 11—z l—2z 1—=x
donc : . .
1 R, ot k n
-2 _kzox * 1xxiokzx +o(z")
Remarques.

* L’intérét est d’approximer la fonction au voisinage d’un point par un polynéme.

* Pour a = 0, dire que f admet un DL, (0) signifie qu'il existe co, ..., ¢, € R tels que :

f@) = cot+cz+ex® + -+ cpa™ +o(z")

z—0

* Un développement limité en un point peut aussi donner une indication sur le signe de la fonction
au voisinage du point.

Exemple  Supposons que f(z) 2(x —2)% + o(x — 2)?, alors :

ij
fla) ~ 2(x—2)?

r—2

et donc f est positive au voisinage de 2, ce qui signifie qu’il existe € > 0 tel que f > 0 sur l'intervalle
[2—¢,2+¢].
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2) Premiéres propriétés

Proposition (unicité des coefficients) Si une fonction f admet un DL, (a), alors les coeffi-
cients de la partie réguliére sont uniquement déterminés.

Démonstration Raisonnons par I'absurde. Supposons qu'il existe deux familles (aq,...,a,) € R*"*! et
(bo, . ..,b,) € R*TL distinctes, telles que :

Par soustraction, il vient :

Y (e —=bi)(z—a)* = o((x—a)")

T—a
k=0

Comme les deux familles sont distinctes, on peut définir kg = min {k € [0,n] | ay # bk}. Alors :

n

> (ar = b)) —a)* ~ (ak, —by,)(@ —a)*

k=0

et alors (ag, — by, )(z — a)ko o((z — a)™), ce qui est absurde car ko < n. [ |

r—a

Proposition  Soit f une fonction définie au voisinage de 0 admettant un DL, (0) (ou n € N).
* Si f est paire, alors la partie réguliére du DL ne comporte que des monoémes de degrés pairs.

* Si f est impaire, alors la partie réguliére du DL ne comporte que des mondémes de degrés
impairs.

Démonstration Supposons que f soit paire et notons :
n
— k n
flx) = Zakx + o(z™)
k=0
le DL, (0) de f. Par composition des limites, on peut écrire que :

n

et done, par unicité des coefficients d’un développement limité, on obtient que a; = 0 si k € [0, n] est un entier
impair. C’est le méme raisonnement dans le cas impair. |

Proposition (troncature)  Soit n € N. Si f admet le DL,,(a) suivant :

n

fo) = S are —a)* +of(x —a)"),

k=0
alors, pour tout p € [0,n], la fonction f admet le DLy(a) suivant :

p

. Zak(x —a)f +o((z — a)?),

k=0

f(x)

T—

10
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Démonstration 11 suffit de remarquer que :

n

Z ap(z — a)® = o((z — a)?)

k=p+1

Exemple  Par exemple, si f(z) = 1+ — 2% + 423 + o(z®), alors le DLy(0) de f est f(z) =
T—> x

—0
1+x— 22+ o(z?).

3) Formule de Taylor-Young

(a) Le théoréme

On sait que, si une fonction admet un DL, (a), alors ce développement est uniquement déterminé. Le
résultat suivant précise la valeur des coefficients et justifie 'existence du DL lorsque la fonction est
suffisamment réguliére.

Théoréme (formule de Taylor-Young) Soient n € N et f une fonction de classe €™ au voisi-
nage de a. Alors f admet un DL, (a) qui est donné par :

k) (g
fa) = 3D 0o - ay)
k=0

Démonstration Elle est admise a ce stade. On la justifiera & I'aide de la formule de Taylor avec reste
intégral. |

Remarque : en particulier, si f est de classe €™ au voisinage de 0, alors f admet pour DL, (0) :

n k)
1) 5, 3 et ol

(b) Les développements limités usuels en 0

Les fonctions usuelles sont de classe € sur leur domaine de dérivabilité, on peut donc écrire des DL
a tout ordre. Fixons n € N.

* On sait déja que :

De la méme fagon, on peut montrer que :

1 k k
= —1 n
1+mx—>0k_0< ).CL‘ —i—O(.CE)

x Considérons la fonction f : z — e®. Pour tout k € N, on a f*)(0) = f(0) = 1 donc (formule de
Taylor-Young) :

n
e’ =, Zazk +o(z")
T— k=0

11
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* En considérant les dérivées successives ainsi que la formule de Taylor-Young, on peut aussi obtenir
les développements limités suivants (& connaitre) :

n

In(l+z) = Z(—l)k“a;:+o(x”)

z—0
k=1
et :
n
o« ala—1)...(a—k+1) 4 n
Va € R, (1+x) 1301—1—2 ) +o(z")
k=1
et :
cos(z) = Zn:(—l)k s +o(z?" 1)
z—0 (Qk) !
k=0
t
¢ n 2k+1 -
. _ . n
sin(x) = (—1) T +o(x )
k=0
t:
¢ n 2k -
chz) = T o(z?)
20 £ (2k)!
t:
¢ n 2kl omi
h = "
h@) =y 2 oy FoT)
k=0
t
) - k bl 2n+2
_ o n
arctan(z) = (—1) 1 + o(xz”"7)
k=0
et : 3 )
tan(x) ST 3 +o(z?)

Remarque : en tronquant & l'ordre 1 ou 2 les développements limités, on retrouve les équivalents

usuels. Par exemple, e” = 1+ 2+ o(x), ce qui signifie exactement que e® — 1 ~o T
T— T—

4) Opérations sur les développements limités

(a) Linéarité

Proposition  Soient f et g admettant des DL, (0) tels que :

n n
x) = kz_ockxk +o(z") et g(z) = kz_:odk:ck +o(z")

et a, 8 € R2. Alors la fonction af + Bg admet un DL, (0) donné par :

x—>0

af(x)+ Bg(x) = > (ack + Bdp)a® + o(a™)
k=0

Démonstration 11 suffit de faire le calcul. [ |

%% Exercice  Déterminer un DL4(0) de f(x) =

12
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(b) Produit

Proposition  Soient f et g admettant des DL, (0) tels que :

_ k n _ k n
f(zx) = kz_ockx + o(z") et g(x) =, kz_:odkx + o(z")

Alors la fonction fg admet un DL, (0) donné par :

f(x)g(x) =) arz® +o(a")
k=0

ou : N
Vk € [[O,TL]], ap = Zcidkfi
=0
Démonstration 11 suffit de faire le calcul. |
cos(x)
Exemple  Donner le DL3(0) de f(z) = 1 .
—x
Solution. On sait que
cos(xz) = 1—x—2+0(m3) et izl—l—x—i—xQ—i—x?’—i—o(x?’)
z—0 2 1—=z
donc, en développant le produit, on obtient :
2 3
f@) =14z + 5+ 5 +o(a)

(c) Composition

Proposition Soit f définie sur I contenant 0 admettant un DL, (0) et g définie sur J contenant
0 admettant un DL, (0). On suppose que f(I) C J et que f(0) = 0. Alors g o f admet un DL, (0).

Démonstration admis |

n
En pratique, pour obtenir le DL, (0) de g o f, on écrit le DL,,(0) de f (f(x) =, > agxk + o(z™)) et
79 k=0

celui de g puis on substitue le DL, (0) de f & z dans g(z) (il est essentiel que f(x) — 0).
z—

Exemple  Déterminer le DL3(0) de f(x) = e%™(®).

Solution. On sait que :
3 2 3

. x u u
sin(z) ziom_€+o(x3) et e ?1+u+?+€+0(u3)

Comme sin(z) — 0, on a :
z—0

flo) = 1+ <x—3§)+ (= 5) + (o= 5)° +o(z?)

x—0
X X

- _r T 3
m301+x 6+2+6+0(x)

13
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d’ou :
2

f@) = 1+2+ 5 +ofa®)

r—

%% Exercice  Déterminer le DL3(0) de f(x) = In(1 + cos(2z)).

Solution. On sait que

cos(2x) = 1 — 227 4 o(z?) donc 1+ cos(2x) = 2 — 222 + o(2®) = 2(1 — 2% + o(?))

r—

De plus :

2 ’U,S

In(1 4 u) Su— %—i—?—i—o(u?’)
On a :
f(z) =In(2) + In(1 — 2% 4 o(z?))

Comme —z2 + o(x?) — 0, on a par composition :
xr—r

In(1 — 2 +o(z®) = —a® - " +o((~a?)?)

20
Finalement, f(z) = In(2) — 22 + o(a?).
(d) Quotient
Pour le quotient de deux fonctions ?;, on cherchera un DL,,(0) de f et un DL, (0) de ; puis on calculera
le produit des DL, (0) de f et de ; Pour obtenir le DL, (0) de ;, on utilisera la composition et le
1

DL, (0) d .
(0) de 7

1
Exemple Déterminer le DL3(0) de f(x) = ———.
P 3(0) de f(z) e® 4 cos(z)
Solution. On sait que :
z a? 3 a? 3
e x:ol+$+?+E+o($) et cos(x)xzol—?—i—o(x)

3
donc e* +cos(x) = 2+x+ Ty o(z?). Par conséquent,
x—0 6
B 1 B 1/2
=0 2 + ¢ + L; +O(§E3) z—=0 1 4 % —+ % +0(x3)

()

De plus, on sait que :
1

1+uu301—u+u2—u3+0(u3)

3

r =z 3 o
Comme — + — +o(z®) —— 0, on a par composition :
2 12 z—0

r:>05
1 z 2> 5 4 3
S0z a1t ® T otol)

(e) Primitivation

14
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Proposition Soient f: I — R une fonction continue, a € I et n € N. On suppose que f admet
le DL,,(a) suivant :

flx) = Zak(x —a)f +o((z —a)")

T—a
k=0

Alors une primitive ' de f sur I admet le DL, 11(a) suivant :

F(.%') _ +Z k k+1 +O(( _a)n—i-l)

Démonstration La fonction :

S

G:xe€lr— F(x) <

k+l>

est dérivable sur I et il existe une fonction ¢ € R? telle que 5(:10) — 0 et telle que :
z—

Vrel, G'(x) = F'(z) — Zakxk =, o((x—a)") = (z — a)"e(x)

Soit & € I. La fonction G est continue sur [min(a, z), max(a, z)] et dérivable sur | min(a,x), max(a,z)[ donc,
d’aprés le théoréme des accroissements finis, il existe c(x) €]0, 1] tel que :

G(z) — G(a) = (x — a)G'(a + (x — a)c(x))

Alors :

F(x Z (z —a)f! + (z — a)"e(z)"e(a+ (z — a)e(z)) = o((z — a)" 1),
d’oi1 le résultat. ]
Exemple  Déterminons le DL5(0) de arctan(x) en considérant sa dérivée.

1
La fonction arctan est définie sur R et pour tout = € R, on a arctan’(z) = T2 On sait que :
x
LI 1 —u+u* + o(u?)
14+u z—
donc : )
- 1— 4
522 oo x“+a" +o(x%)
1
Comme arctan est une primitive de la fonction z — 1522 telle que arctan(0) = 0, on a :
x
3 5
x° 5
t = r—-—+—
arctan(z) 0% 3 + 3 + o(z?)

%% Exercice  Déterminer le DL5(0) de la fonction arcsin.

Une solution.

La fonction arcsin est dérivable sur | — 1, 1] et, pour tout €] — 1, 1],
1 1
arcsin’(z) = ———= = (1 —27%)72
)= = = )
donc :
z? 3zt

s o 4
arcsin’ (z) Tl 5 + 3 +o(z%)
puis, en intégrant :

arcsin(z) =,tt - + 0 + o(z®)
x

15
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(f) Calcul d’un développement limité en a € R*

Pour calculer le DL, (a) de f en a € R, on posera x = a+h et on cherchera le DL,,(0) de h — f(a+h)
(dire que x est proche de a signifie que h est proche de 0).

1
%% Exercice  Déterminer le DL3(2) de f:x+— —.
x

Une solution. Posons £ =2+ h. On a :

111 L/ h BB
J@+h) =577, 2X1+ghﬁ02( st o ))
R R B
02 17§ 15 oW

Or h =x — 2 donc :

III — Comparaison de suites

On définit les relations de comparaison (~, o et Q) pour les suites (on ne compare des suites qu’au
voisinage de +00). Les propriétés correspondantes sont les mémes que pour les fonctions. Il suffit
d’adapter les démonstrations.

Dans tout ce qui suit, u, v, w et x désignent des suites réelles ne s’annulant pas.

1) Définitions

Définition (relations ~, o et O) * On dit que u est négligeable devant la suite v au voi-
u
sinage de +00, noté u, = o(vy), si — —— 0.
n—-+00 n N—r+00
* On dit que u est dominée par la suite v au voisinage de +oco, noté u,, = O(vy), si la suite

n—+o0o

Un, .
() est bornée.
Un neN

. L. . . . . , . Un
* On dit que u est équivalente & la suite v au voisinage de +o00, noté u,, ~ v,, 81 — —— 1.
n—-+00 Uy, M—+00

Exemple *n? = o(n?);
n—+o0o
* sin(n) = o),
n3+1

5 ~ n.
n2 + n n—+oo

2) Propriétés

Proposition * Siu, ~ wpousiu, = o(vy),alorsu, = O(v,).
n—-+0oo n—-+0oo n—-+0oo

* La relation ~ est une relation d’équivalence.
n—-+oo

* Soient u,v € RY, alors :

Up ~ Uy = U, = Up+o0(vy)

16
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Proposition * Siu, = o(w,) etv, = o(wy),alorsu,+v, = o(w,) (idem avec
) n—+00 n—+o00 n—+00
0).

* Siu, = o(wy,)etv, = o(z,),alorsuyv, = o(v,xy,) (idem avec O).
n—+0oo n—+0oo n—+oo

* Siu, ~ w,etv, ~ x,,alors:

n—+oo n—+oo
Un, Wn
UpVp ~  WpTp et —_— o~ —
n—+oo Un n—+oo In
De plus, pour tout k € N* onauf ~ wk.
n—+0oo

Remarque : on ne peut pas ajouter/soustraire des équivalents, ni composer a gauche par une fonction
dans des équivalents.

Proposition On suppose que up, ~  Up.
n—+0oo

(i) Siv, — £ € R, alors u, — /.

(ii) Si v est a valeurs strictement positives, alors v 1'est également & partir d’un certain rang et :

Vo € R, up o~ Uy
n—+oo

Pour terminer, on rappelle les équivalents usuels (version séquentielles des équivalents vus plus haut
pour les fonctions).

Proposition (équivalents usuels) Soit u € KN une suite qui converge vers 0. Alors :
2
N U,
(1) sin(uy) L um tan(uy,) RGP Arctan(uy,) L um 1 — cos(uy) BT o
Arcsin(up) ~  up
n—+oo
u2
(ii) In(1+ up) L0 uns e 1 L uns sh(up) L Uns ch(u,) —1 e o th(uy,) L Un
(iii) pour tout @ € R*, (1 +up)® —1 ~ auy, et, en particulier, T+ u, —1 ~ —*
n—+00 n—+oo 2
3) La formule de Stirling
Théoréme (formule de Stirling)  On a I’équivalent suivant :
n\”"
n! ~ 2mn (—)
n—+oo e
Démonstration Ce résultat est admis. ]

17
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. . . . 2n
%% Exercice Déterminer un équivalent simple de < > quand n tend vers +o0.
n

Solution. En utilisant la formule de Stirling, on obtient :

() =G e 7

On peut en déduit un développement asymptotique de In(n!) (i.e. un développement limité de In(n!)
au voisinage de +00).

Proposition On a :
In(n)
In(n!) = nln(n)—n+ +In (V27) +o(1)
n—+oo
Démonstration D’aprés la formule de Stirling, on a :
no
¢ nl' —V2r >0
nn+§ n—+oo

Par continuité de la fonction In en v/27 et par la caractérisation séquentielle de la continuité, on a :

In (e”n1!> ———1In (\/ﬁ)

n"+§ n—+oo

ce que 'on peut réécrire :

In <e”n1!> = W (Vam) +o()

n"t2
c’est-a-dire :

In(n!)+n— (n + ;) In(n) = In(v27) + o(1),

ce qu’il fallait démontrer. |

IV — A quoi servent les développements limités ?

Les développements limités ont de nombreuses applications; ils permettent d’étudier en finesse le
comportement d’une suite ou d’une fonction notamment.

1) A calculer der limites

™ Exercice Calculer la limite ¢ = lim cos() —2cos(3x) :
z—0 X

2

Solution. On sait que cos(x) = 1-— % + o(z?) donc, comme 3z — 0, on a aussi :
T— r—
9z 9
cos(3x) o 1-— - +o(z?)
puis :
2 2
1—Z — (1-2) +o(2?)
— 2 2 —
f@) =, . =4 +o0(1)

On en déduit que ¢ = 4.

18



Chapitre 20 : Analyse asymptotique MPSI Mariette

2) A déterminer la position d’une courbe par rapport i une tangente locale-
ment

1

9% Exercice Soit f :x—> m

1. Déterminer le DL2(0) de f.
2. Déterminer 'équation de la tangente (7) a la courbe € en 0 ainsi que la position relative de €
par rapport a (7') au voisinage de 0.

3) A déterminer un extremum local

On rappelle la définition d’un maximum local.

Définition Soient f € R! et a € I. On dit que f admet un maximum local en a s’il existe o > 0

tel que :
Ve e IN|[—a,ql, f(x) < f(a)

On sait que si a € I et f est dérivable en a et admet un extremum local en a, alors a est un point
critique de f, i.e. est tel que f’(a) = 0. Le résultat suivant nous donne une réciproque partielle.

[}
Proposition Soient f € R! et a € I. Supposons qu’il existe A € R* tel que :

f(z) = fla)+ Nz —a)*+ 0((33 — a)2)

T—a

* Si A >0, alors f admet un minimum local en a.

* Si A <0, alors f admet un maximum local en a.

Démonstration On a f(z) — f(a) ~ Az —a)?, d’ot le résultat puisque le signe de x — A(x — a)? au
r—a
|

voisinage de a est déterminé par celui de .

cos(z)
1+ a2

2% Exercice Soit f :x —>

1. Déterminer le DL2(0) de f.

2. En déduire que f présente un extremum local en 0.

4) A justifier Pexistence d’une asymptote oblique et a déterminer les posi-
tions relatives localement

Définition (asymptote oblique)  Soient f € RR et a,b € R. On dit que la droite (D) : y = ax+b
est asymptote a la courbe €y au voisinage de +o0 si :

f(z) = (ax +b) — 0

z—0

19




Chapitre 20 : Analyse asymptotique MPSI Mariette

Pour traiter ce probléme, on cherchera a déterminer a,b,c € R tels que :

flz) = aa:+b+;+o<1>

x—0 xT

On parle de développement asymptotique de f au voisinage de +oo @ [’ordre 1. Pour obtenir un tel

1 1
développement, on posera x = 7 et on cherchera le DL;(0) de la fonction h — f <h>
. . . 3 +1
2% Exercice Montrer que la fonction f définie par f(x) = 71 présente une asymptote
72 —

oblique au voisinage de +00 et préciser la position de cette droite par rapport a la courbe.

1
Solution. Posons x = 7 (h tend vers 07 quand z tend vers +00). Alors
1 s+l 14+m? h? 1 1443
f — = 1 = X 3 = — X 72
h =1 h3 1-nh h 1—h

1
Tz 1+ h?% + o(h?) donc

On sait
n sait que ——

1
(1+h?) x TS (1+h?)(1 4+ h%+0o(h?)) =14 h? 4 o(h?)
Donc ) )
1 14 h*+o(h 1
f(h>6h—h+h+o(h)
ce qui donne
fe) = o+ +of+
v +T>ox €T x

On en déduit que la droite d’équation y = x est asymptote oblique & la courbe Cy au voisinage de +oo et que
la courbe est au-dessus de la droite dans ce voisinage.

5) A déterminer des développements asymptotiques de suites

2% Exercice Pour tout entier naturel n, on pose :

1
I = / £ In(1 + 1) dt
0

1. Montrer que :

In(2 1 Lgntl
wneN, I,=123 / dt
n+1 n+4+1/y 141

1 tn-i—l

2. Montrer que / dt 0.
0 1+¢ n—+00

3. En déduire successivement que :

b (1) e 1, = MO (1)

" nostoo n+ 1 n n—+oo M n

6) Autres applications

Les développements limités permettent également d’obtenir des développements asymptotiques de
suites implicites ou de suites récurrentes. On peut également déterminer des développements limités
de fonctions réciproques (voir TD).
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