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I - L’anneau K[X]

1) Notion de polynome

+00
(a) Des suites presque nulles a la notation Zaka
k=0
La définition d’un polyndéme est la suivante. Nous utiliserons bientét une notation plus explicite et plus
agréable a manipuler.

Définition (polynéme) * On appelle polynome a coefficients dans K toute suite (ap)nen €
KN presque nulle, i.e. telle que :

ddeN, Vn>d, a, =0

Les termes de cette suite (i.e. ag, a1, a9, ...,a4,0,0,0,...) sont appelés les coefficients du poly-
ndme.

* L’ensemble des polynémes a coefficients dans K est noté K[X].

Notations.

* Le polynoéme correspondant a la suite nulle sera noté Og|x] (il s’agit du polynéme dont tous les
coefficients sont égaux a 0). On Pappelle le polynéme nul.

* Le polynome correspondant & la suite (1,0,0,...) est noté 1 ou X°. Plus généralement, on appelle
polynéme constant tout polynome de la forme (A, 0,0,...) ou A € K. Un tel polynéme sera plus
simplement noté A.

* De maniére générale, pour tout entier naturel k, le polyndéme correspondant a la suite (dx n)neN
sera noté X%,

Rappelons que, pour tous k,n € N, le symbole de Kronecker 6y, ,, est défini par :

5]%:{ 1 sin=k

0 sinon

Il est clair que I’addition 4 dans K est une loi de composition interne dans K[X] (la somme de deux
suites presque nulle est encore une suite presque nulle).

Proposition (structure de groupe dans ’ensemble des polynomes) Le magma
(K[X], +) est un sous-groupe de (K, +). Il s’agit donc d’un groupe abélien de neutre Ox[x] = (0)nen-

Démonstration * L’¢lément neutre de (KN, +), & savoir Ogx] = (0)nen, appartient & K[X] (il s’agit
du polynéme nul).

* Solent (ap)nen €t (by)nen deux éléments de K[X] (il s’agit donc de suites presque nulles). Alors la suite :
(an)neN - (bn)nGN - (an - bn)neN (déﬁnition de + dans KN)

est aussi presque nulle.
Donc (K[X], +) est un sous-groupe de (KY,+). [ |

Remarque : soient P = (ap)nen € K[X], @ = (bn)neny € K[X] et A € K.



Chapitre 17 : Polyndémes MPSI Marette

* Avec les notations précédentes, on pourra écrire P sous la forme :
+00
P=aoX’+a1 X +aX?+--- = Zaka
k=0

* De méme, comme A(ap)nen = (Aan)nen est une suite presque nulle, on peut définir le polyndéme
AP € K[X] par :

+00
AP = Z Aap X
k=0

* Enfin, on définit le polynéme P + @) en posant :

+00
P+Q=> (ax+bp)X*
k=0

Exemple La suite presque nulle P = (1,1,2,0,0,...) est le polynome :
P =(1,0,...)+(0,1,0,...)+(0,0,2,0,...) = 1+ X + 2X?

Le résultat suivant est immédiat (par identification des coefficients d’une suite).

Proposition (unicité des coefficients d’un polynomes) Deux polynémes sont égaux si et
seulement s’ils ont les mémes coefficients.

Démonstration Deux suites sont égales si et seulement si leurs coefficients sont identiques. |

(b) Degré d’un polynome et coefficient dominant

Définition (degré)  Soit P € K[X]. On appelle degré de P, noté deg(P), I'élément de NU {-o0}
suivant :
max {d € N|aqg # 0} si P # Ogx

-0 siP= OK[X]

deg(P) = {

Remarques :

* Si P # Og[x), alors {d eN ! aq # 0} est une partie de N non vide et majorée (puisque la suite
(an)nen est non nulle et presque nulle); cette partie admet donc un maximum. Ceci justifie
I'existence du degré de P.

* Les polynémes constants (c’est-a-dire de la forme (X, 0,0, ...) ou A € K) sont donc les polynémes
de degrés 0 ou -o0.

Exemple  deg(1) =0, deg(X? — X%) =5

Définition (ensemble des polynéomes de degré inférieurs ou égaux a d) Soit d € N. On
note Ky[X] 'ensemble des polynémes de degré inférieurs ou égaux a d, c’est-a-dire :

Kq[X] = {P € K[X]| deg(P) < d}

Remarque : dans R, on a -0o < d pour tout d € N donc Ox[x] € Kg[X].
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Exemple 1€ Kj3[X], X — X? € K3[X], X* ¢ K3[X]

Si P = (an)nen € K[X] est un polynéme de degré d € N, alors on pourra écrire :

d
P=> aX"
k=0

Définition (coefficient dominant)  Soit P € K[X] \ {Og[x]} un polynome de degré d. Il existe
d

alors (ag, . ..,aq-1,aq) € K% x K* tel que P = Zaka'.
k=0
* Le scalaire aq est appelé coefficient dominant de P.

* Siag =1, on dit que le polynéme P est unitaire.

Exemple — Le coefficient dominant de P = 3 est ag = 3.
— Celuide P =X —3X*+ X? est —3 (ici P = (0,1,1,0,-3,0,0,...).

Proposition  Soient P,Q € K[X] et A € K*. Alors :
(i) deg(AP) = deg(P);
(77) deg(P + Q) < max(deg(P),deg(Q)) avec égalité si deg(P) # deg(Q).

Démonstration Soient P,Q € K[X] et A € K*.

(i) L’égalité est claire si P = Ogpx] (les deux degrés valant —oc). Supposons maintenant que P # Ogpy) et

d
notons d € N le degré de P. Il existe alors (ag, ..., aq) € K¢ x K* tel que P = Zaka. Alors :
k=0
d
AP =Y " Aap X*
k=0

Ainsi, deg(AP) < d. Comme A # 0 et ag # 0 (par définition du degré de P), on a Aag # 0 (par intégrité
de K) donc deg(AP) > d. Par antisymétrie de la relation <, on peut conclure que :

deg(AP) = d = deg(P)

(#) Si P ou @ est le polynome nul, alors 'inégalité est vraie (et il s’agit d’une égalité). Supposons maintenant
que P # Ogx] et @ # Og[x]. Posons alors d = deg(P) € N et 6 = deg(Q) € N. Il existe :

(ag,...,aq) € K xK* et (bg,...,bs) € K® x K*
tels que :
d é
P=> aXt et Q=) hX"
k=0 k=0

* Sid# 6, alors :

max(d,0)
P+Q= Y (ar+by)X*
k=0
On a ici posé a, = 0si k> d et b = 0 si by > 6. Ainsi, deg(P + Q) < max(d,d). De plus :
ag sid>9d
tmax(d,8) + bmax(d.s) = { by sid<d 7"

Ainsi, deg(P + @) > max(d, §). Finalement, deg(P + Q) = max(d,d), ce qu’il fallait démontrer.
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* Supposons maintenant que d = §. On a alors :

d
P+Q= Z(ak-i-bk)Xk
k=0
ce qui démontre I'inégalité.

Remarque : si P =1 € K[X] et Q@ = —1 € K[X], alors deg(P) = deg(Q) = 0 et P+ Q = Og[x] est
de degré -oo.

2) Produit de deux polynomes

+00 +oo
Proposition/définition  Soient P = Y " apX* € K[X] et Q = > bX* € K[X]. Pour tout
k=0 k=0

entier naturel k, on pose :

k
Cl = E ajbk,j
=0

Alors :
+00
(7) la suite (cx)gen est presque nulle et on pose P X @ = 2 X
k=0
(i) deg(PQ) = deg(P) + deg(Q).
Le polynéme P(Q est appelé polynome produit de P et Q.
Démonstration * Si P ou Q est le polynome nul, alors (¢, )nen est la suite nulle qui est bien un
polynome (Ogx]). La formule annoncée dans le deuxiéme point est clairement vérifiée d’aprés les régles
de calculs dans R (en effet, —oo + (-o0) = —oc et, pour tout d € N, on a —o0 + d = —00).

*x On suppose maintenant que les polynémes P et ) sont non nuls. Notons alors d € N et § € N les degrés
respectifs de P et Q. Pour tout entier kK > d + J, on a :

k
C = Zajbk_j =0
Jj=0

En effet, pour tout j € [0, k] :
— sij >d, alors a; = 0;
— sij <d, alors k —j > ¢ et donc by_; = 0.

Le produit PQ défini ci-dessus est donc bien un polynoéme (suite presque nulle). De plus, le raisonnement
ci-dessus implique (par définition du degré d’un polynoéme) que :

deg(PQ) <d+4 c’est-a-dire deg(PQ) < deg(P) + deg(Q)

De plus :
Cdts = aqgbs # 0

par définition de d et de 0 donc deg(PQ) > d + ¢ (par définition du degré). On a donc bien 'égalité :
deg(PQ) = deg(P) + deg(Q),

ce qui achéve la démonstration. |

Remarques :
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* Par définition du produit de deux polynoémes, on a la formule suivante :

400 400 +0o0 k
(Z aka> X (Z kak> = Z Z ajbk,j Xk
k=0 k=0

k=0 \ j=0

* Avec cette formule, on vérifie facilement que X x X = X?2. Par récurrence, on vérifie aussi que :

Vn € N*, ﬁX:X”

3) Structure algébrique de K[X]

Proposition (structure d’anneau de ’ensemble des polynomes) Le triplet (K[X],+, x)
est un anneau commutatif. I’élément neutre pour X (produit de deux polynémes) est le polynéme
1=X°

Démonstration On sait déja que (K[X], +) est un groupe commutatif (en tant que sous-groupe de (K, +)).

* On a vu dans la démonstration précédente que x définit une loi de composition interne dans K[X]. De
plus, avec le notations précédentes, on a (en effectuant le changement d’indice ¢ = k — j dans la somme) :

+o0 k +o00
P03 (Caes | 6t = 3 (Lo ) - or
k=0 \j=0 k=0
donc la loi x est commutative.
+oo
* Vérifions maintenant que le produit est associatif. Soit R = Z cx X*. Montrons que (PQ)R = P(QR).
k=0

Par définition du produit de deux polynomes, on a :

+o0 +o0
(PQR= (> Zajbk i | x* (Z cka>
k=0

k=0 \ j=0

k=0 \j=0
ou :
k k J k k
Vk‘EN, E QjCl—j = E E aibj_i Ck—j = E a; bj_ick_j
j=0 j=0 \i=0 =0  j=u
k k—1
=) a; ) beck_iy
=0 £=0
Ainsi :

+o00 +00 k
= (Z aka> Z ijck—j X* | =P(QR)
k=0

k=0 \ j=0

* Il est clair que 1 = X© est I’élément neutre pour la multiplication x dans K[X].
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* Il reste & montrer que x est distributive par rapport a 'addition +. Or (par définition du produit de deux

polynomes) :
+oo k
P(Q+R):Z Zaj(bkfj""‘ck—j) x*

k=0 \j=0
+oo k +oo k

5591 Dortin UG i b yP B
k=0 \j=0 k=0 \j=0

=PQ+ PR

Finalement, (K[X], 4+, x) est un anneau commutatif. [ |

Proposition  L’anneau K[X] est intégre, i.e. :

VP, Q € K[X], PQ = 0gx) < (P =0gx) ou Q = Og[x])

Démonstration Soient P, @ € K[X].
* Il est clair que si P = Og[x] ou @ = Og|x], alors PQ = Og[x]-

* Réciproquement, supposons que PQ = Ogx]. Alors deg(P) + deg(Q) = —oo, ce qui implique que P ou Q
est de degré —oo, d’ou le résultat. |

Proposition = Dans 'anneau K[X], les éléments inversibles (pour la multiplication), sont les po-
lyndémes constants non nuls (c’est-a-dire les polynémes de degré 0). Autrement dit :

K[X]* = Ko[X] \ {Oxx}

Démonstration On raisonne par analyse-synthése.

* Supposons que P € K[X] soit inversible dans K[X]. Alors il existe @ € K[X] tel que PQ = 1. En
considérant les degrés, on obtient que deg(P) + deg(®Q)) = 0. Comme les degrés de P et @ sont des
éléments de NU {-o00}, cette égalité implique que P et @ sont de degrés 0.

* Réciproquement, si P est de degré 0, alors il existe A € K* tel que P = AX° = \. Le polynéme

-~ 1 1 ~ -
P = XXO =3 est tel que PP =1 donc P est inversible (d’inverse P). |

4) Composition de polynomes

+00
Définition (composition) Soient P,Q € K[X]. On pose P = Zaka. On appelle composée

k=0
de P par () le polynéme noté P o () défini par :

PoQ=7) uQ"

k=0

Remarque : P o () est bien un polynéme car tout produit et combinaisons linéaires d’éléments de
K[X] appartient & K[X].
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Exemple SiP=X?etQ=X+1,alors PoQ=(X+1)2et QoP=X%+1.

Proposition  Soit (P, Q) € (K[X])2. Si @ est non constant (c’est-a-dire si deg(Q) € N*), alors :

deg(P o Q) = deg(P) deg(Q)

Remarque : c’est faux si deg(Q) = 0. Par exemple, la composée de X — 1 par 1 est de degré -oco
(puisque la composée est Ogx])-

Démonstration La formule est évidente si P est le polynéme nul (en effet, P o Q = Og[x) dans ce cas et
car 0o X d = —oo pour tout d € N*). Supposons maintenant que P # Og[x] et notons d € N le degré de P. Il
existe alors (ag,...,aq) € K4 x K* tel que :

d d
P:Zaka et alors PoQ:Zaka
k=0

k=0

Pour tout k € [0,d — 1], on a :
—00 siap =0

deg(arQ") = { kdeg(Q) siap #0
et :
deg(aqQ?) = deg(Q?) = ddeg(Q)

car ag # 0. En particulier,

d—1
deg (Z akczk> < (d— 1) deg(Q) < ddeg(Q) = deg (a4Q")

k=0

car () est non constant. D’aprés les propriétés sur le degré, on a :

deg(P o Q) = deg(agQ?) = ddeg(Q) = deg(P) deg(Q),

ce qu’il fallait démontrer. [ ]

II — Arithmétique des polynémes

1) Notion de multiple et de diviseur

Définition (multiple, diviseur)  Soit A, B € K[X].

* On dit que A divise B (ou que B est un multiple de A), noté A | B, s’il existe C' € K[X] tel
que B = AC.

* On note Z(A) l'ensemble des diviseurs de A.

Remarques :

* Comme dans Z, le polyndome nul Og[x] est divisible par tout polynéome (en effet, pour tout
Ae K[X], on a OK[X] = A X OK[X})
* Soient A, B € K[X] tels que A | B et B # Og[x]. Alors deg(A) < deg(B) (d’apres la formule

donnant le degré d’un produit de polynémes).

* Soient P € K[X] et A un polynéme constant non nul. Alors P = (AP) x 3 et ; définit un
polynéme donc A | P.

* La relation | est réflexive, transitive mais elle n’est pas antisymétrique (par exemple, X | 2X et
2X | X mais X # 2X).
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Démonstration (du dernier point) Soient 4, B, C € K[X].
* On a clairement A | A car 1 € K[X] et A= A x 1. La relation | est donc réflexive.

* Si A| Bet B|C, alors il existe @, R € K[X] tels que B = AQ et C' = BR. Par conséquent, C = A(QR)
et comme QR est un polynome, A | C. Donc la relation | est transitive. |

Proposition (caractérisation des polynémes associés)  Soient A, B € K[X]. Alors :
(A|Bet B|A) < (A€ K", A=)\B)

Les polynomes A et B sont dits associés.

Remarque : en particulier, la relation | n’est pas une relation d’ordre car elle n’est pas antisymétrique.

Démonstration Soient A, B € K[X].
* S’il existe A € K* tel que A = AB, alors il est clair que A | B et B | A (puisque \ et % sont des polynomes).

* Réciproquement, supposons que A | B et B | A. Il existe alors P,Q € K[X] tel que A = PB et B = AQ.
Par conséquent, A = PQA, c’est-a-dire A(1 — PQ) = Og[x]. Comme I'anneau des polynomes est integre,
on a nécessairement A = Og[x) (et alors B = Og[x] et A = 1 conviennent) ou PQ = 1, ce qui n’est possible
que si P et @ sont des constantes non nulles. |

2) Théoréme de la division euclidienne

Le résultat suivant est fondamental.

Théoréme (de la division euclidienne dans ’anneau des polynémes) Soient A,B €
K[X] tel que B # Og[x]. Il existe un unique couple de polynomes (@, R) € (K[X])? tel que :

(1) A=BQ+ R;
(77) deg(R) < deg(B).

On dit que l'on a effectué la division euclidienne de A par B; le polynéme @ est appelé quotient
tandis que R est le reste.

Exemple X2+ X +1= X(X +1)+1 est la division euclidienne de X? + X + 1 par X

Démonstration On traite séparément l'existence et 'unicité.
* Existence : notons b le degré de B et § € K* son coefficient dominant.
— Si B divise A, alors il existe @ € K[X] tel que A = BQ. En posant R = Og[x], le couple (Q, R)
vérifie les propriétés (i) et (7).

— Supposons maintenant que B ne divise pas A et considérons I’ensemble :
9 = {deg(A — BK) | K e ]K[X]}

L’ensemble 2 est une partie de N (pour tout K € K[X], on a A # BK par hypothése) qui est non
vide (elle contient deg(A)). Donc 2 admet un plus petit élément noté r € N. Par définition de r, il
existe @ € K[X] tel que deg(A — BQ) = r; posons encore R = A — BQ € K[X] de sorte que 'égalité
() soit vérifiée. Il reste & montrer que deg(R) < deg(B). Notons p le coefficient dominant de R et
supposons par I’absurde que r > b. Alors :

deg (R - ZX’“—*’B) <r
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En posant K = Q + gXT’b, on a :

deg <R - ZX””B) =deg(A—BK)€ 2

Ceci contredit la minimalité de r. Finalement, » < b et 'existence est démontrée.
* Unicité : solent (Q1, R1) et (Q2, R2) deux couples de polyndmes vérifiant les conditions (7) et (i). Alors :

B(Q1—Q2) =Ry — Ry
Si Q1 # Q2, alors deg(Q2 — Q1) = 0 et alors :
deg (B(Q1 — Q2)) = deg(B) + deg(Q1 — Q2) > deg(B)

tandis que deg(Ry — R1) < deg(B) par définition de Ry et Ry. On obtient donc une absurdité. Ainsi,
Q1 = Q2 puis Ry = Ry, d’ot1 I'unicité. n

3) PGCD

Proposition/définition (PGCD de deux polynémes)  Soient A, B € K[X] tels que B #
Og(x]- On appelle plus grand commun diviseur de A et B (en abrégé PGCD) tout élément de
P(A) N 2(B) de degré maximal.

Démonstration Justifions I'existence d'un PGCD pour A et B # Og[x]. On sait que Z(A) N Z(B) est non
vide (en effet, cet ensemble contient K*) donc I'ensemble :

{deg(P)| P € 2(A)n2(B)}
est une partie non vide de N (car B # Og[x] donc Z(B) ne contient pas Ogx]) non vide (elle contient 0) et est
majorée par deg(B). Ceci justifie I'existence d’'un PGCD pour A et B. |
Remarques :

* Considérons les polynoémes A = X2 et B = X? + X. Alors X et —X sont deux PGCD de A et
B. Il n’y a donc pas unicité dans la notion de PGCD.

* Si D est un PGCD de A et B, alors tout polynéme de la forme AD ou A € K* est un PGCD de
Aet B.

* Comme dans Z, on peut montrer que :

VA € K[X], Aest un PGCD de A et B <= Z(A)N2(B) =2(A)

Proposition  Soient A, B € K[X] tels que B # Ogx) et A, A’ deux PGCD de A et B. Alors A
et A’ sont associés, i.e. :
X e K*, A= )\A

Démonstration C’est une conséquence immédiate de la proposition [8] |

Remarque : si A est un PGCD de A et B, alors 'ensemble des PGCD de A et B est (d’aprés la
proposition précédente) :

{/\A ‘ A€ K*}
Cet ensemble contient un unique polynoéme unitaire. Ceci nous permet de définir « le » PGCD de deux
polynémes.

10
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Définition (PGCD de deux polynoémes)  Soient A, B € K[X].

* Si A ou B est non nul, alors le PGCD de A et B est 'unique PGCD unitaire de A et B. On le
note A A B.

* Si A= B = Og|x), alors on pose AA B = Og[x].

Ainsi, le PGCD de A € K[X] et B € K[X]\ {Og[x]} est caractérisé par :
P(A)NPD(B) = 2(A)

A=ANB < { A est unitaire

Remarque : si A # Og[x], alors AN1T=1et ANA= a"'A ol a € K* est le coefficient dominant de
A.

Pour trouver le PGCD de deux polynémes, on procédera comme pour trouver le PGCD de deux entiers
relatifs : on utilise 'algorithme d’Euclide étendu. Il sera important de diviser le dernier reste non nul
par son coefficient dominant.
Exemple * (X243X+1)A(X+1)=1;

* (X2-3X+2)A(X3-2X2+X-2)=X —2.

Comme dans Z, 'algorithme d’Euclide étendu permet de trouver un couple de Bézout.

Proposition  Soient A, B € K[X]. Il existe U,V € K[X] tels que :

AU+ BV =ANB

Démonstration Si B = Og|x), alors :
VA e K[X], A+B=A=AAB

donc le résultat est vrai. Si B est non nul, on utilise une récurrence forte en raisonnant sur le degré du polynéme
B. Pour tout d € N considérons la proposition suivante :

P4 : « pour tous polynomes A, B € K[X] tels que deg(B) = d, il existe U,V € K[X] tels que
AU + BV =AAB»

* Soient A, B € K[X] tels que deg(B) = 0. Il existe donc A € K* tel que B=AX"=Xet AAB=1.0na
1 1
la relation 0 x A + XB =1 et comme 0, X € K[X], la propriété J, est vraie.

* Soit d € N. On suppose que, pour tout k € [0, d], la proposition &, est vraie. Montrons que la proposition
Py est vraie. Soient A, B € K[X] tels que deg(B) = d 4 1. Comme B # Og|x], on peut effectuer la
division euclidienne de A par B : il existe Q, R € K[X] tels que A = BQ + R et deg(R) < d.

— Si R = Og|x), alors I'égalité A = BQ se réécrit A+ (1 — Q)B = B, ce qui fournit une relation de
Bézout pour les polynémes A et B.

— Sinon, on pose r = deg(R) € [[0,d] et on utilise le fait que la proposition &2, soit vraie : il existe
U,V € K[X] tels que :

BU+RV=BAR=AAB (algorithme d’Euclide)
Ainsi :
BU +(A—BQ)V =AAB  cesta-dire AV +BU-QV)=AAB

La proposition &, est donc vraie.

La proposition est donc vraie par principe de récurrence forte. |

Remarque : il n’y a pas unicité d’un couple de Bézout.

Exemple Reprendre 'un des deux exemples précédents.

11
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4) Théoréme de Bézout et lemme de Gauss

Définition (polyndémes premiers entre eux)  Soient A, B € K[X]. On dit que A et B sont
premiers entre eux si AA B = 1.

Exemple * Les polynémes X2 + 1 et X? + X sont premiers entre eux.
* Par contre, X et X2 + X ne sont pas premiers entre eux (en effet, X A (X2 + X) = X).

Le théoréme de Bézout permet de caractériser les polynémes premiers entre eux.

Théoréme (de Bézout)  Soient A, B € K[X]. Alors :

(A et B sont premiers entre eux) < (3U,V € K[X], AU + BV =1)

Démonstration On raisonne par double implication.

* Si A et B sont premiers entre eux, alors A A B =1 et il suffit d’utiliser la proposition précédente (sur les
relations de Bézout).

* Supposons qu'il existe U, V' € K[X] tels que AU+ BV =1 et posons A = AAB. Alors A | Aet A | B donc
A | AU+ BV, i.e. A| 1. Ainsi, A est un polynoéme constant, et comme il est unitaire, on a nécessairement
A=1. |

Exemple  Soient a,b € K tels que a # b. Alors (X —a) A (X —b) = 1. En effet :
1

—a

bia(X—a)—i—(—b )(X—b):l

De la méme maniére, le lemme de Gauss est aussi valable dans K[X].

Lemme (de Gauss)  Soient A, B,C € K[X]. Si :
A|BC et AANB=1,

alors A divise C.

Démonstration Comme AA B = 1, on sait d’aprés le théoréme de Bézout qu’il existe U, V € K[X] tels que
AU + BV = 1. En multipliant par C, on obtient ACU + BCV = C. Comme A | BC, on a A | (ACU + BCV),
i.e. A|C. [ ]

%% Exercice  Résoudre dans K[X] I'équation (X3 — 1)U + (X2 +1)V = 2X2.
Une solution. On procéde comme dans Z pour résoudre une équation diophantienne.
* Comme (X3 — 1) A (X2 + 1) = 1, on peut trouver deux polynémes U et V tels que :
(XP-1U+(X?+1)V =2
en utilisant I’algorithme d’Euclide étendu. Les polynémes U = X —1 et V = —X? + X + 1 conviennent.
*x On en déduit que le couple formé par les polynémes :
Up=X*(X-1) e Vp=X>1+X-X?

est solution de ’équation. Ensuite, en utilisant le lemme de Gauss, on montre que les seules solutions sont
nécessairement de la forme :

(Uo + (X2 +1)C, Vo — (X3 —1)0),
ot C € K[X].

12
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5) PPCM de deux polynémes
Pour tout A € K[X], on note .Z(A) 'ensemble des polynomes multiples de A, i.e. :

M (A) = {AQ|Q € K[X]}

Proposition/définition (PPCM)  Soient A, B € K[X].
* Si A et B sont non nuls, alors il existe un unique polyndéme unitaire, noté A V B, tel que :
M(A)N M (B)=#(AV B)

Ce polynéme AV B est appelé le PPCM de A et B.
* Si A = Og[x] ou B = Og|x], alors on pose AV B = Ogx].

Démonstration La justification de 'existence du PPCM est analogue a celle du PGCD. |
Remarques :

* AV B est 'unique polynome unitaire de degré minimal de 'ensemble .# (A) N .# (B).
* Comme dans le cas entier, les polynémes (A A B)(AV B) et AB sont associés (ils sont égaux si
le polynéme AB est unitaire).

Exemple (3X%(X +1))V (X4X +2)?) = X4(X +1)(X +2)?

6) Généralisations

Définition (PGCD d’une famille finie de polynémes)  Soient n € N \ {0,1} et
(A1,...,A,) € (K[X])™ une famille de polynémes dont au moins l'un d’entre eux est non
nul. On appelle PGCD de A4,..., A, tout diviseur commun de A1,..., A, de degré maximal.

On peut montrer que les PGCD de Aq,..., A, sont associés; il en existe donc un seul qui est unitaire.
C’est ce polynéme qu’on appelle le PGCD de Ay,..., A, que 'on note Ay A--- A A,

Remarque : si tous les polynémes sont nuls, on pose Ay A -+ A Ay = Og[x]-

Proposition (relation de Bézout)  Soient n € N\ {0,1} et (Ay,...,A4,) € (K[X])" une famille
de polynémes dont au moins 'un d’entre eux est non nul. Il existe (Ui, ...,U,) € (K[X])" tel que :

AN NA, =AU+ -+ AU,

Une telle relation est appelée une relation de Bézout de A1, ..., A,.
Démonstration Il s’agit de procéder par récurrence sur le nombre de polynomes de la famille. On utilise
la relation de Bézout connue pour deux polynoémes. |

13



Chapitre 17 : Polyndémes MPSI Marette

Définition (polynémes premiers entre eux )  Soient n € N\{0, 1} et (A4y,...,A4,) € (K[X])"
une famille de polyndémes dont au moins I'un d’entre eux est non nul.

*x On dit que Aq,..., A, sont premiers entre eux dans leur ensemble si 1 est leur seul diviseur
commun unitaire, c’est-a-dire si :
AN NA,=1

* On dit que A1,..., A, sont deuz & deux premiers entre eux si :

Y(i,j) € [1,n]?,  i#j = AAA=1

SiAj,..., A, sont deux a deux premiers entre eux, alors ils sont premiers entre eux dans leur ensemble.
La réciproque est fausse.

Exemple  Soient A = X(X +1), B=X(X+2)et C =(X+1)(X +2). Alors A, B et C sont
premiers entre eux dans leur ensemble mais :

XX+DAX(X+2)=X#1

donc ils ne sont pas deux & deux premiers entre eux.

Proposition  Soient n € N\ {0,1} et Py,..., P,, Q@ € K[X]. On suppose que pour tout k € [1,n],
ona P, ANQ=1.Alors (P...P,) NQ = 1.

Démonstration On raisonne par récurrence sur le nombre n de polyndmes.
* Démontrons la propriété pour n = 2. Soient Pj, Py, Q € K[X] tels que Py AQ =1et P, AQ = 1. D’aprés
le théoréme de Bézout, il existe Uy, Us, V1, Vo € K[X] tels que :

PU +QVi =1 et PU; +QVa =1
En multipliant membre & membre ces égalités, on obtient :
(PLUL + QV1)(PUz + QV2) =1 i.e.  PiP UL U +Q(PiULVy + VIRUL +QViVs) = 1

€K[X] EK[X]

D’aprés le théoréme de Bézout, on a bien PP, A Q = 1.

* Supposons que la propriété soit vérifiée au rang n € N\ {0,1} et soient Py, ..., P,11,Q € K[X] tels que,
pour tout k € [1,n+ 1], on ait P, AQ = 1. Par hypothése de récurrence, on a (P; ... P,) AQ = 1 puis, en
utilisant le résultat démontré au premier point, il vient (P; ... P, P,11)AQ = 1, ce qu’il fallait démontrer.

La proposition est donc vraie par principe de récurrence simple. |

Corollaire  Soient n € N\ {0,1}, Py,..., P, R € K[X]. On suppose que :
* les polynémes P4, ..., P, sont deux & deux premiers entre eux ;
* pour tout k € [1,n], le polynéme Py, divise R.

Alors le produit P; ... P, divise R.

Démonstration On procéde a nouveau par récurrence.

* Soient Py, Py, R € K[X] tels que Py AP, =1, P, | Ret P, | R. Comme P, | R, il existe @ € K[X] tel
que R = P5Q. Or Py | Ret Py A P, =1 donc (d’aprés le lemme de Gauss) Py | Q. Ainsi, PP, | PQ,
c’est-a-dire P1 P> | R.

* Soient n € \{0,1}, P1,..., P,+1,R € K[X]. On suppose que les polynémes Pi,..., P,, P,;1 sont deux a
deux premiers entre eux et que, pour tout k € [1,n + 1], on a Py | R. Par hypothése de récurrence, on a
Py...P, | R. Or, d’apreés la proposition précédente, les polynoémes P; ... P, et P, sont premiers entre
eux (car pour tout k € [1,n], on a Py A P,y1 = 1) donc, d’aprés ce qui a été établi au point précédent,
on peut conclure que P; ... P, P41 | R.

Le corollaire est donc démontré par principe de récurrence simple. |
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IIT — Fonctions polynomiales et racines
1) Définition

Un polynoéme est un objet formel qui n’est pas une fonction. On définit ici la fonction polynomiale
associée & un polynome.

o0
Définition (fonction polynomiale) Soit P = iaka € K[X]. On appelle fonction polyno-
miale associée a P 'application : w0
K — K
~ +00
P T Z azk
k=0

Notation. L’ensemble des fonctions polynomiales a coefficients dans K est noté K|x].

Remarque : si P € K[X] et z € K, alors la quantité « P(z) » n’a a priori aucun sens. Par contre, si P
est la fonction polynomiale associée & P, alors P(x) est bien défini. On dit qu’on a évalué le polynéme
Pen z.

Exemple La fonction polynomiale associé¢ & P = X2 + 1 € R[X] est :
~ { R — R
P 9
r — z°4+1
Remarques :

* On montre facilement que (K[z],+, x) est un sous-anneau de KX,

* On peut démontrer que, pour tous P, Q) € K[X], on a les égalités :
P+Q=P+Q, PQ=PQ e PoQ=PoQ

Cette derniére assertion n’est pas évidente : les additions, multiplication et composition sont des
opérations différentes dans K[X|] et dans K¥.

2) Méthode de Horner (lien avec Python)

La méthode de Horner est un algorithme permettant d’évaluer efficacement un polynéme en un point.
Si 'on souhaite calculer :

P(x) = agz® + ag_12 4+ -+ ag (on z € K), (1)
il n’est pas optimal de calculer chaque a,z* (k opérations) et de les ajouter (d opérations). Au total,

il y a donc ici :

5 = 5 opérations nécessaires pour calculer P(x)

d+zk:d+d(d+1) d(d+3)

L’algorithme suivant permet de calculer efficacement P(x) Supposons par exemple que 'on ait a
calculer :
f(x) = 5x* —4a® + 322 — 22 + 1

On remarque que :

flx) = (z(x(x(dz —4)+3) —2)+ 1)
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En posant a = 5, on calcule alors successivement :
b=2xa—4=>5x—4, c=xb+3=x(brx—4)+3 d=2xc—2 et e=xd+1= f(x)
Plus généralement, si P(m) s’écrit comme dans , alors :
P(z) = (--- (((agz + ag1)z + ag_o)x + ag_3) - -- )z + ag
Le calcul nécessitera d multiplications et d additions (soit 2d opérations).

def horner(P,x)
"""on code un polyndéme par la liste de ses coefficients"""
d = len(P) #degré de P
valeur = P[d-1] #coefficient dominant
for i in range(d-2,-1,-1)
valeur = valeur*x+P[i]
return valeur

D’aprés ce qui précede, la complexité temporelle est donc ici linéaire (alors que pour évaluation clas-
sique, la complexité est quadratique).

3) Racines d’un polynéme

Définition (racine d’un polynéme)  Soit P € K[X].

* On appelle racine de P tout élément a de K tel que ]S(a) =0, ou P est la fonction polynomiale
associée a P.

* On note Rack(P) 'ensemble des racines de P dans K.

Exemple *x Racc(X?+1) = {—i,i} et Racg(X%2+1) =2
* Racc(X™ — 1) = U, pour tout n € N\ {0,1}
* RacK(OK[X]) =K

La connaissance d’une racine d’un polynéme permet de le factoriser.

Proposition (racine et factorisation)  Soient P € K[X] et a € K. Alors :

(a est racine de P) <= (X — a divise P)

Démonstration On raisonne par double implication.
Supposons que X — a divise P. Alors il existe Q € K[X] tel que P = (X — a)Q. On a alors :

vz € K, P(z) = (z — a)Q(z)

En particulier, P(a) = (a — a)Q(a) = 0. Donc a est racine de P.

Supposons que a soit une racine de P. D’aprés le théoréme de la division euclidienne, il existe un unique
couple (@, R) € (K[X])? tel que :

P=(X-a)Q+R  avec deg(R) < 1

Le polynéme R est donc constant. En considérant les fonctions polynomiales associées et en évaluant en
a, on obtient que R(a) = 0 et donc R est le polyndome nul. Ainsi, X — a divise P. [ ]
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Corollaire Soient P € K[X], n € N* et ay,...,a, € K des racines de P deux & deux distinctes.

n
Alors H(X — ay,) divise P.
k=1

Démonstration Pour tout k € [1,n], on a X — ay | P et les polynomes X — aq,...,X — a, sont deux a
deux premiers entre eux (puisque les scalaires aq, ..., a, sont deux a deux distincts). On déduit alors le résultat
du corollaire [11 [ |

Le résultat suivant est central dans I’étude des racines d’un polyndéme.

Proposition (majoration du nombre de racines) * Soit P € K[X] un polynome de de-
gré d € N. Alors P admet au plus d racines.

* Soient d € N et P € K4[X]. Si P admet au moins d + 1 racines distinctes, alors P = Ok [x]-

Démonstration * Par Pabsurde, supposons que P admette au moins d + 1 racines (deux a deux
d+1

distinctes) notées aq,...,aq4+1. D’aprés la proposition précédente, on sait que H(X — ay) divise P.

k=1
Comme P n’est pas le polynéme nul, cette relation de divisibilité entraine la relation sur les degrés

suivante :
d+1

d+1=deg (H(X - ak)> < deg(P) =d,

k=1
ce qui est absurde.

* Si P € K4[X] n’est pas le polyndéme nul, alors § = deg(P) € [0,d] et donc P admet au plus ¢ racines. En
particulier, P admet au plus d racines, d’oil le deuxiéme point par contraposition. |

Théoréme (identification d’un polyndéme et de sa fonction polynomiale associée)
L’application :

z{ KX] — K[z]
' P +— P

est bijective.

Démonstration Par définition de I’ensemble des fonctions polynomiales, on a ’égalité :
K[z] = {P| P € K[X]}

Autrement dit, 'application ¢ est surjective. Montrons maintenant que ¢ est injective. Soient P, Q € K[X] tels
que i(P) =i(Q). Alors :
i(P—Q) =i(P) —i(Q) = Ok[q]
c’est-a-dire :
Va € K, i(P—Q)(a)=0

Donc P—(Q a une infinité de racines (puisque K est infini). La proposition précédente implique que P—Q = Og[x],
donc P = @, ce qui prouve l'injectivité de 1. |

Remarque : d’aprés cette proposition, il nous sera désormais possible d’identifier un polynéme avec
sa fonction polynomiale associée.
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4) Racine et multiplicité
Soient P € K[X]\ {Og[x} et a € K. Alors I'ensemble :
{k € N| (X — a)F divise P}

est une partie de N qui est non vide (il contient 0 puisque 1 | P) et majorée (par d = deg(P), par des
considérations de degrés). Il admet donc un maximum. Ceci légitime la définition suivante.

Définition (multiplicité d’une racine)  Soient P € K[X]\ {Ogx)} et a € K. On appelle mul-
tiplicité de a comme racine de P le nombre :

mp(a) = max {k € N| (X — a)* divise P}

Vocabulaire :
* si mp(a) =1, on parle de racine simple;

* si mp(a) > 2, on parle de racine multiple (double, triple,...).
Remarques :
* Soient P € K[X]\ {Ogx} et a € K. Il est clair que :

(a est racine de P) <= mp(a) > 1

*x Si P =aX?+bX + ¢ € C[X] est un polynéme de degré 2, on sait que :

— ou bien P posséde deux racines distinctes réelles ou complexes a et 5 et :
P =a(X —a)(X - B)

Ces deux racines sont simples.

— ou bien P posséde une racine double réelle ou complexe 7 et :
P=a(X —v)?

Dans R[X], un polynéme peut n’admettre aucune racine réelle. C’est par exemple le cas de X2 +1.

Définition (polyndéme scindé)  Soit P € K[X]\ {Og(x]}. On dit que P est scindé sur K si :

Z mp(a) = deg(P)

a€Racg (P)

Autrement dit, un polynéme non nul est scindé sur K si et seulement si le nombre de racines, comptées
avec multiplicités, coincide avec son degré.
Exemple  Soit P = X?(X2 +1) € R[X]. On a deg(P) = 4.

* De plus, Racg(P) = {0} et 0 est une racine de P de multiplicité 2. Mais 2 # deg(P) donc P
n’est pas scindé sur R.

* Par ailleurs, Racc(P) = {0, —i,i} et —i et ¢ sont des racines simples de P. Le nombre de racines
de P, comptées avec multiplicités, est égal 4 2+ 1+ 1 =4 = deg(P) donc P est scindé sur C.
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Proposition  Soit P € K[X] \ {Og(x]} de coefficient dominant noté Cp. Alors :

P est scindé sur K < P=Cp H (X — a)mp(a)
a€Racg (P)

Démonstration SiP=Cp H (X —a)™"(@ alors, en prenant les degrés, on a :
a€Rack (P)

Y mp(a) =deg(P)
a€Rack (P)

et donc P est scindé sur K.

Supposons que P soit scindé sur K. Pour tout a € Racg(P), on sait que (X — a)™*(® divise P par
définition de mp(a). De plus les polynomes (X — a)™?(®), ot a € Rack(P), sont deux a deux premiers
entre eux donc, d’apres le corollaire [T} on a :

[I x-am@pr
a€Rack (P)

Dans cette division, les deux polynémes sont de méme degré puisque P est scindé. Donc ces polyndémes sont
associés. La constante multiplicative manquante est nécessairement C'p par identification des coefficients
dominants. ]

5) Relations coefficients-racines (formules de Viéte)

* Soit P = as X?+4a1 X +ag € Ko[X] un polynome scindé sur K de degré 2. Il existe alors A1, Ay € K
tels que :
P =as(X — \)(X — A2)

Développons :
P =a(X?— (M +A2)X + A\ A2)

ce qui donne, aprés identification :

A+ A= —ﬂ et Ay = %
as ag

*x Soit P = azX? + asX? + a1 X + ap € K[X] un polynéme scindé sur K de racines A1, A2, A3
(certaines pouvant éventuellement étre confondues). Alors :

P = CL3(X — )\1)(X — )\2)(X — )\3)
soit, en développant :
P = CL3X3 — ag()q + Ay + )\3)X2 + a2<)\1)\2 + AMA3 + )\2/\3)X — agA1A2)\3

En identifiant, on obtient :

A+ Ao+ A3 = —%, A1AoAg = _0 et A2 + A g+ Aodg = “u
as ag as

Plus généralement, on a le résultat suivant.
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n
Théoréme (relations coefficients-racines ou formules de Viéte) Soit P = ZakX ke
k=0

K[X] un polynéme de degré n € N* (on a donc a, # 0) scindé sur K. Notons Aj,..., A, les ra-
cines de P (certaines pouvant éventuellement étre confondues). Pour tout k € [1,n], on pose :

o) = E iy - i (fonction symétrique élémentaire)
1<in < <ip<n

Alors : a
Vke[l,n], op=(-1)k2=E

an

Remarque : toutes ces égalités sont équivalentes (par unicité des coefficients d’un polynome) a 1’éga-
lité :

n

P=ay [[(X =) =an(X" =1 X" + 02X 2 -+ 4 (=1)"0) (%)
k=1
Démonstration 1l s’agit essentiellement de se convaincre que () est vraie. |

%% Exercice Résoudre dans C? le systéme :

r+y+z = 2

. 1,141 5

S syt 3

TYZ = —6

Une solution. Soit (z,y,2) € (C*)3. Alors :

r+y+z = 2 x+y+z = 2
%—F%—f—% = % — ry+xz+yz = =5
TYz = —6 TYz = —6

done, d’apreés les relations coeflicients-racines, (z,y, z) est solution de .# si et seulement si z,y et z sont racines
dans C* du polynome :

X3 -2X? - 5X+46=(X-1)(X?*-X-6)= (X —1)(X +2)(X —3)
L’ensemble des solutions de . est donc :

{(17 _273)7 (17 3, _2)7 (_27 1, 3)7 (_27 3, 1)7 (17 -2, 3)7 (17 3, _2)}

IV — Dérivation

1) Dérivée formelle d’un polynéme

+00

Définition (dérivée formelle)  Soit P = Zaka € K[X]. On appelle dérivée formelle de P,
k=0

notée P’, le polynoéme :

+00o
P'=> kapX"!
k=1

Remarque : si P € Ko[X], alors P' = Ogx7.
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Exemple * SiP=X34+2X+1,alors P =3X2%+2.
*x Si P=3X"=3, alors P = Ox[x]-

Remarques :
* On définit par récurrences les dérivées formelles d’ordre supérieur d’un polynoéme. Si P € K[X],
alors on pose P(©) = P et, pour tout n € N, on pose P("*t1) = (P,

x Soit P € R[X]. La fonction polynomiale P € R¥ associée a P, est une fonction dérivable sur R
(au sens analytique du terme) et sa dérivée P’ correspond a la fonction polynomiale de la dérivée
formelle P’ de P. Autrement dit :

P =p

Les propriétés relatives a la dérivation formelle sont les suivantes.

Proposition  Soient P, Q € K[X].

deg(P)—1 si deg(P)>1

o AN sz
(1) On a deg(P') = { "o si deg(P) € {00, 0} et, plus généralement,

deg(P) —n si deg(P)>=n

(n)y —
vneN, deg(P™) = { -00 si deg(P) € {-00,0,...,mn—1}

(ii) (P+ Q) = P’ + Q' et, plus généralement, (P + Q)™ = P + Q™ pour tout n € N
(131) (PQ) = P'Q + PQ' et, plus généralement :

Vn € N, (PQ)™ = Z (Z) Pk Qn=k) (formule de Leibniz)
k=0

(iv) (Po@) =Q x(P'oQ)

Démonstration
(i) Soit d = deg(P) € NU {-o0} le degré de P. Si d € {-00,0}, alors P est constant et alors P’ = Og[x) donc
deg(P’) = —co. Supposons maintenant que d > 1. Le monéme de plus haut degré de P’ est dagX?~! (on a bien

dag # 0) donc deg(P) = d — 1. On généralise par récurrence au cas des dérivées successives.

(7i) & Co La formule de Leibniz se démontre par récurrence, la preuve est la méme que dans C ('argument clé
est la commutativité du produit dans anneau des polyndmes). Pour les autres identités, il faut revenir a la
définition de la somme, d’un produit et de la composée de deux polyndmes. ]

2) Formule de Taylor polynomiale

Théoréme (formule de Taylor polynomiale)  Soient P € K[X] et a € K. Alors :

+00

PH)(q

P=> k'( )(X—a)k
k=0

En particulier (en prenant a = 0) :

Remarques :
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x La notation P*)(a) est ici abusive : on a identifié polynéme et fonction polynomiale associée.

* Les coefficients du polynéme P s’expriment donc en fonction des dérivées successives en 0.

+oo
Démonstration Posons P = Z ap Xk,
k=0
* Soit £ € N. En dérivant ¢ fois le polynéme P, on obtient :

P<4>:+§ak Bl ket
(k- 10)!

P® 2 p)
En évaluant en 0, il vient P)(0) = apf!. Ainsi, ay = 7 '(O) et donc P = Z %X’“.
! pre !

* On étudie maintenant le cas général. Soit a € K. Posons Q = P(X + a) € K[X]. Alors, pour tout k € N,
on a Q¥ (X) = P¥)(X 4 a) (dérivation d'une composée). Alors :

+oo +o0o
o Q(k)(o) kE_ P(k)(a) k
Q=2 o > o
k=0 k=0
On obtient le polynéme P en composant a droite par le polynéme X — a. |
22 Exercice Montrer qu’il existe un unique polynéome P de degré inférieur ou égal a 2 tel que
P(0) =0, P'(0) =2et P'(0) =3.

Le résultat qui suit est trés pratique pour étudier les racines multiples d’un polynéme et pour déterminer
la multiplicité de celles-ci.

Corollaire (étude pratique de la multiplicité)  Soient a € K, k € N* et P € K[X]. Alors :

mpla) =k < { Ve e [0,k —1], PO(a) =0

P®)(a) £ 0
Démonstration On raisonne par double implication.
Supposons que pour tout £ € [0,k — 1], on a P®)(a) = 0 et que P*)(a) # 0. D’aprés la formule de Taylor
polynomiale :
+oo +o0o
PO (a) P®)(a) PO (a) i
P:Z 01 (X_a’)e: k! (X_a)k+(X_a)k+1 Z 01 (X_a)e ot
l=k l=k+1
=Q
Ainsi (X — a)* | P donc mp(a) > k. Par I'absurde, si mp(a) >k + 1, alors (X —a)**!' | P - Q i.e. :
P®)(a)
k+1 k
(x —aprt | Ty )

ce qui est absurde car P*)(a) # 0.
Supposons que mp(a) = k.

* En particulier, (X — a)* | P donc, d’aprés la formule de Taylor polynomiale, on a :

Si @ n’est pas le polynéme nul, alors on obtient une absurdité en considérant les degrés (le polynome
de gauche est de degré k, celui de droite est de degré au plus k—1). Ainsi, @ = Og[x]. Par conséquent :

k—1 P(l) (a)
{1

Qo (X +a)= X = Ogx

£=0

Par unicité des coefficients du polynéme nul, on en déduit que :

veelo,k—1], P¥@)=0

22



Chapitre 17 : Polyndémes MPSI Marette

* Si P(k)(a) # 0, alors (d’aprés la formule de Taylor polynomiale et le point précédent), on a :

po 3 PO@ Ly

al
(=k+1

ce qui prouve que P est divisible par (X — a)**!. Ceci contredit la définition de k.

Le corollaire est démontré. |

Exemple Le polynéme P = X% +3X3 —3X? — 7X + 6 admet 1 pour racine double. 11 suffit en
effet de vérifier que P(1) = P'(1) =0 et que P"(1) # 0.

V — Factorisation dans C[X]| et dans R[X]

1) Notion de polynoéme irréductible sur K

Définition (polynéme irréductible)  Soit P € K[X]. On dit que P est irréductible sur K si :
* P est non constant ;

* et si:
vVQ, R € K[X], P=QR = Q €Ky[X]ou R € Ky[X]

Exemple * Tout polynéme P € K[X] de degré 1 est irréductible sur K.

* Un polyndéme P € R[X] de degré 2 et de discriminant strictement négatif est irréductible sur R ;
par contre, nous allons voir qu’il est toujours réductible sur C. Par exemple, P = X2 +1 € R[X]
est irréductible sur R et on a la factorisation P = (X — i)(X + ¢) dans C[X].

Théoréme Soit P € K[X] un polyndéme non constant. Alors P peut se décomposer comme
produit de polyndémes irréductibles sur K.

Démonstration On utilise une récurrence forte sur le degré. Pour tout entier naturel n non nul, on considére
la propriété &2, : « tout polynome P € K[X] non constant de degré n se décompose comme produit de polynomes
irréductibles sur K ».

— Tout polynome de degré 1 étant irréductible sur K, la proposition &?; est vrai.

— Soit n € N et P € K[X] un polynéme de degré n + 1. Si P est irréductible sur K, alors il n’y a rien a
démontrer. Supposons maintenant que P ne soit pas irréductible. Comme P est non constant, il existe
deux polynoémes ) et R a coefficients dans K non constants tels que P = QR. On a alors deg(Q) < n et
deg(R) < n et, par hypothése de récurrence, @ et R se décomposent en produits de polyndmes irréductibles
sur K, ce qui démontre la propriété pour le polyndéme P. La propriété est donc héréditaire. |

Exemple Soit n € N*. Le polynéome X" — 1 admet exactement n racines qui sont les racines n® de
I'unité. Ce polynoéme est donc scindé et on a la décomposition de X™ — 1 sur C en produit de facteurs

irréductibles suivante :
n—1 2km

X" —1= H(X—w):H(X—ezn)

wely k=0

puisque le coefficient dominant de X™ — 1 est égal a 1.

2% Exercice Décomposer le polynéme P = X3 + 27 en produit de facteurs irréductibles sur C.
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2) Factorisation dans C[X]|

La question essentielle & laquelle nous n’avons pas encore répondue est la suivante :
Tout polynéme non constant posséde-t-il une racine ¢

La réponse affirmative suivante est un théoréme majeur en mathématiques que 'on admettra. On
I’appelle aussi théoréeme fondamental de [’algébre.

Théoréme (de D’Alembert-Gauss)  Tout polynéme non constant de K[X] admet une racine
dans C.

Démonstration admis |

On en déduit immédiatement les polynomes irréductibles sur C.

Corollaire Les polynomes irréductibles sur C sont les polynémes de degré 1.

Démonstration * Il est clair que tout polynéme de degré 1 est irréductible sur C.

* Réciproquement, si P € K[X] est irréductible sur C, alors il est de degré supérieur ou égal & 1. Donc il
admet une racine a € C (d’aprés le théoréme de D’Alembert-Gauss) ; il existe donc R € C[X] tel que
P = (X —a)R. Mais P est irréductible sur C donc (par définition de lirréductibilité), le polynome R est
constant (non nul). Donc P est de degré 1. [ |

Remarque : si P € K[X] est non constant et si a est une racine de P, alors on peut écrire P = (X —a)Q
ou deg(Q) = deg(P) — 1. Si @ est non constant, alors il admet une racine dans C (qui est aussi une
racine de P), etc. On en déduit le résultat suivant.

Corollaire  Soit P € C[X]\ Co[X]. Alors P est scindé sur C :

p=Ccp [ X-amr@),
a€Racc(P)

oul Cp est le coefficient dominant de P.

3) D’autres conséquences du théoréme de D’Alembert-Gauss

Corollaire (critére de divisibilité)  Soient A, B € C[X]\ Cy[X]. Alors :

Racc(A) C Race(B)

A|B < (%) { Va € Racc(A), ma(a) < mp(a)

Démonstration On raisonne par double implication.
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Supposons que A | B. Il existe alors @ € C[X] tel que B = AQ. Soit a € Racc(4). Alors A(a) = 0
donc B(a) = A(a)Q(a) = 0. Ainsi, a € Racg(B) ce qui prouve 'inclusion Racc(A4) C Race(B). De
plus, pour tout a € Racc(A), on a (X —a)™4@ | A (par définition de la multiplicité) et comme A | B,
on a (X —a)™4@ | B (par transitivité de la relation |). Ainsi, ma(a) < mp(a) (par définition de la
multiplicité).

Supposons que la condition (x) soit vérifiée. D’aprés le corollaire |5 on a :

B=Cp H (X —b)me®

beRacc(B)

“len I x—pymaw Cs I (X pyra®-ma®)
beRacc(A) Ca beRacc(A)

=A
S | R T
beRacc(B)\Racc(A)
Ainsi, A | B. [ ]

Exemple Pour tout entier naturel n, le polynoéme P, = X372 4+ X3+l 4 X37 est divisible par
X2+ X +1.

Corollaire (critére de primalité)  Soient A, B € C[X]. Alors :

AANB=1 <= Racc(A)NRacc(B) =9

Démonstration On raisonne par double implication.

Supposons que A et B soient premiers entre eux. D’aprés le théoréme de Bézout, il existe U, V' € C[X] tels
que AU + BV = 1. Par 'absurde, supposons que A et B admette une racine complexe commune notée
a. En évaluant en o dans la relation de Bézout, on obtient A(a)U(a) + B(a)V(a) = 1, ce qui fournit
labsurdité 0 = 1. Donc Racc(A4) N Race(B) = 2.

Supposons que Racc(A4) NRace(B) = @. Par labsurde, si D := A A B # 1, alors deg(D) > 1. D’apres le
théoréme de D’Alembert-Gauss, D admet une racine complexe o. Comme D | A et D | B, le nombre «
est aussi une racine de A et de B, ce qui contredit ’hypothése. Donc A A B = 1. |

Exemple  Les polynomes X (X + 1)(X +2)% et (X — 1)(X + 4)3 sont premiers entre eux.

4) Factorisation dans R[X]

On sait qu’'un polynoéme a coeflicients réels peut ne pas étre scindé sur R; c’est par exemple le cas du
polynéme X2 + 1.

Proposition * Soient P € R[X] et A € C une racine de P. Alors A est racine de P et
mp(A) = mp(N).
* Les polynémes irréductibles sur R sont :
— les polynomes de degré 1 a coefficients réels ;
— et les polynomes de la forme aX? +bX + ¢ ((a,b, c) € R* x R?) tels que b? — 4ac < 0.
* Pour tout P € R[X] \ Ro[X], on a la décomposition suivante (en notant Cp le coefficient

dominant de P) :

P=cp J] (X-ayr@ 11 (X? = 2Re(a) X + |af?)"r(@
acRacg(P) a€cRacc(P)\Racg(P)
Im(a)>0
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+oo Foo
Démonstration * Soient P = Zaka € R[X] et A € Racc(P). Alors P(A) = 0, i.e. Zak/\k =0.
k=0 k=0

En considérant le conjugué de ce nombre complexe et en utilisant les propriétés de la conjugaison, on a :

+o0 +o0 +o0

OZOZZak)\k:Zak)\k:Zak (X)k (car aj, € R)
k=0 k=0 k=0
=P}

donc A € Racc(P). De plus, pour tout d € N, on a :
Vk € [0,d — 1], P®(\) =0
PA(X\) #£0

Vk € [0,d — 1], P®(X) =0
- { PO() #0

mp(A) =d < {

(d’apres ce qui précede)

donc mp(A) = mp(A).
* On raisonne par analyse-synthése.

— Analyse : supposons que P € R[X]\Ry[X] soit un polynéme irréductible sur R. D’aprés le théoréme
de D’Alembert-Gauss, P admet une racine complexe notée o € C. Si o € R, alors il existe @ € R[X]
tel que P = (X — «)Q. Or P est irréductible sur R donc @ est constant. Si « € C\ R, alors & est
racine de P. Comme « # @&, le polynome P est divisible par (X — «)(X — @) dans C[X]. Il existe
donc @ € C[X] tel que :

P=(X -a)X - a)Q (2)

Justifions maintenant que @Q est a coefficients réels. Comme (X — a)(X — @) est un polynoéme non
nul & coefficients réels, on peut effectuer la division euclidienne de P par ce polynome dans R[X] :
il existe donc @, R € R[X] tels que :

P=(X-a)X—-a)Q+R avec deg(R) < 2 (3)
En soustrayant a , on obtient :
(X-a)(X-a)Q@-Q) =R

Si Q # Q, alors R serait de degré supérieur ou égal & 2, ce qui est absurde. On en déduit que
Q=Q€eR[X] (et R= Og[x])- Finalement, P = (X2 — 2Re(a)X + |a|?)Q et P est irréductible sur
R donc @ est un polyndéme constant. Ainsi, si P est irréductible sur R, alors il est bien de 'une des
deux formes annoncée.

— Synthése : si P est un polyndéme de degré 1 & coeflicients réels, alors il est clairement irréductible
sur R. Supposons maintenant qu’il est de degré 2 a coefficients réels et de discriminant strictement
négatif. S’il était réductible sur R, il existerait deux polynémes non constants @) et R & coefficients
réels tels que P = QR. Les polynomes (Q et R sont alors de degré 1 et donc P admet une racine
réelle, ce qui contredit I’hypotheése sur le discriminant.

* Soit P € R[X]\ Ro[X]. Alors P est scindé sur C et, en notant Cp le coefficient dominant de P, on a :

p=cp [] (X-ayr@

a€Racc(P)
=cp ] x—ayr@ 11 (X —a)mr@
acRacgr(P) acRacc(P)\Racg(P)
=Cp H (X — a)mp(a) H (X — a)mp(oc)(X _ @)mp(a)
a€Racgr(P) a€Racc(P)\Racg (P)
Im(a)>0
en utilisant le premier point. Ceci achéve la démonstration. |
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VI — Interpolation de Lagrange

Dans cette section, nous nous intéressons au probléme suivant, dans lequel n est un entier naturel
supérieur ou égal & 2 et x1,...,Zn,Y1,...,Yn € K sont des scalaires, x1,...,x, étant deux a deux
distincts.

Peut-on trouver une fonction f € KX telle que :
Vke[Lin],  flzx) =y

On parle de probléme d’interpolation.

I est aisé d’en trouver au moins une : il suffit de relier les points de maniére linéaire (on obtient
alors une fonction affine par morceaux et on parle d’interpolation linéaire). Peut-on trouver une/les
fonction(s) polynomiale(s) solutions du probléme.

1) Polynémes de Lagrange associés aux scalaires z1,...,z,

Définition (polynémes de Lagrange)  Pour tout i € [1,n], on pose :

n
X —=x
=
x:_
=1 "t Tk
ki

Les polynémes L1, ..., L, sont appelés polynémes de Lagrange associés aux scalaires xi,...,Ty.

Exemple Pour n = 3, les polyndémes de Lagrange associés aux scalaires deux a deux distincts 1,
xo et x3 sont :

(X — 29)(X — x3) Iy — (X —z)(X —25) ;= (X —21)(X — x9)

(z1 — 22) (21 — 23) (v2 — 21)(z2 — 73) (z3 — 21)(23 — 22)

Ly =

Notation : pour tous ¢,5 € N, on pose :

1 sii=j - o
bij = { 0 :i ;L By ; (symbole de Kronecker d’indices i, j)
Les propriétés des polynémes Ly, ..., L, sont les suivantes.

Proposition (propriétés de Lq,...,Ly,) On a:
Vi,j S [[1,?1]], Lz(l'J) = 62‘,]‘
Pour tout i € [[1,n], on a de plus :

deg(L;)=n—1 et Rack (L) = {ax |k € [1,n] \ {i}}

Démonstration  Soient 4,j € [1,n]. On a :

*x Sij =i, alors :
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*x Sij # i, alors :
xj—a:j Xr; — Tk

Li(x;) = =0=24 .
i(@3) Ti—Tj o T Tk I
k¢{i.j}
Les autres propriétés du polynéme L; sont immédiates. |
% Exercice 1. Soient P,Q € K,,—1[X] tels que :

Vk € [1,n], P(zy) = Q(zx)
Que peut-on en déduire ?

n
2. Calculer le polynéme P = Zkak.
k=1

2) Polynome d’interpolation de Lagrange

Le résultat central est le suivant.

Théoréme (polyndéme interpolateur de Lagrange de degré minimal) Il existe un unique
polynome P € K,,_1[X] tel que :

Vk € [[]-777’]]7 P(xk) = Yk

Il s’agit du polynéme :

n
P = Z ykLk'7
k=1
ou L1,..., Ly, sont les polynémes de Lagrange associés aux scalaires x1,...,Z,. On dit que P est le

polynéme d’interpolation de Lagrange de degré minimal du nuage de points {(z, yx) ‘ k€ [1,n]}.

Démonstration On démontre séparément l’existence et 'unicité.
x Existence.
n
Posons P = ZyiLi. Les polynémes Lq,..., L, sont de degré n — 1 donc deg(P) < n — 1 (d’apres les

i=1
propriétés sur le degré). De plus :

vj € [1,n], P(z;) = Z%Lz(%) = Z%@',j = Uj»
i=1 i=1

ce qui démontre I'existence.
* Unicité.
Soient P, Q € K,,_1[X] tels que :

Vi € [1,n], P(z;) = Qi) = s

On a alors :
Vi € [1,n], (P-Q)(x;)=0

Le polynéme P — @ est de degré inférieur ou égal & n— 1 (puisque les polynémes P et @) le sont, et d’aprés
les propriétés sur le degré) et admet au moins n racines deux a deux distinctes (les scalaires z1, ..., x,).
On en déduit que P — Q = Og|x], c’est-a-dire que P = Q. |

n
Remarque : pour tout P € K,,_1[X],on a P = Z P(x) Ly (formule d’interpolation de Lagrange).
k=1
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S%% Exercice  Déterminer un polynéome P € R[X] tel que P(1) =3, P(—1) =2 et P(2) = —1.

Solution. On aici z1 =1, xo = =1, x3 =2, y1 = 3, y2 = 2 et y3 = —1. Les polynomes de Lagrange associés a
x1,T2,T3 sont :
X+H(xXx-2) -1

LIZWZT(XQ—X—Q), L2:

X-1DH(X-2) _1 9
oy — g 3+

et :
I (X -D(X +1) 1 X2
3_(2— —1)(2 +1)_§( -1

D’aprés le théoréme précédent, le polyndme (interpolateur de Lagrange) P suivant répond a la question :

3 X
P:3L1+2L2—L3:—§X2+5+4

Théoréme (polyndémes d’interpolation de Lagrange, cas général) Avec les mémes nota-

n
tions qu’au théoréme précédent, posons Y = ZyiL,-. L’ensemble des polynomes P € K[X] tels

=1

Vi€ [1,n], P(x;) =y

que :

est :

{y +Q (X — )
k=1

Q e xlx1}

Démonstration Soit P € K[X]. Alors :

(Vi € [1,n], P(x;) =y;) < (Vi€ [1l,n], P(x;) =Y (z;))
<= (P —Y admet pour racines x1,...,Z,)

= [[(X - ax) divise P - Y
k=1
= JQeK[X], P-Y =Q[[(X =),
k=1

ce qui démontre le théoréme. [ |
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