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FONCTIONS CONVEXES
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On rappelle que, si z,y € R sont tels que x < y, alors le segment [x,y] est :
[,y] = {teR|z <t <y}

Le résultat permet de paramétrer un segment.

Proposition (paramétrisation d’un segment) Soient x,y € R tel que z < y. Alors :

e,y) = {da+ (1 - Ny| A e [0,1]}

Démonstration Soient x,y € R tels que x < y. La fonction (affine) :
f 0,1] — R
' A — Ar+(1-)y)

étant continue, I'image ([0, 1]) du segment [0, 1] par f est un segment (d’aprés le théoréme des bornes atteintes).
Comme f est décroissante sur [0,1] (le coefficient directeur valant x — y < 0), ce segment vaut :

F0,1]) = [f(1), £(0)] = [z, 9]
Par ailleurs, par définition de "image directe d’un ensemble par une application, on sait que :
F(0,2]) = M+ (1 =Ny A€ 0,1}

Le résultat s’ensuit. [ |

Dans tout ce chapitre, I désigne un intervalle de R d’intérieur non vide et f est une fonction définie
sur I a valeurs réelles, i.e. f € RL.

I — Généralités

1) Définitions
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Définition (fonction convexe)  La fonction f est dite conveze sur I si :
Vri,z0 € I, VA € [0,1], fOr1 + (1= Naz) < Af(21) + (1= A)f(22)
La fonction f est dite concave si —f est convexe, i.e. si :

Ve, xp € I, VA€ [0,1], fAzr 4+ (1= A)z2) = Af(21) + (1 — A) f(22)

Remarque : si 1 = 22 ou si A € {0, 1}, l'inégalité est toujours vérifiée (c’est en fait une égalité).

Interprétation graphique. Notons I' le graphe de la fonction f : I — R ; rappelons qu’il s’agit du
sous-ensemble de I x R suivant :

L= {(z, f(x)) |z el}
Alors :

La fonction f est convexe sur I si, et seulement si, pour tous points Ay et Ay de I' d’abscisses
respectives 1 et xa, le graphe de f|;, ,,) est en dessous de la corde [A1, Ag].

Justification. Soient x1,z9 € T tels que 21 < 23 (il n’y a rien a démontrer si x1 = x2) et A, Ay les points
de coordonnées (x1, f(x1)), (w2, f(x2)) respectivement. Soit encore x € [z, z3]. Il existe A € [0,1] tel que
x = Az1 + (1 — Az2). On note :

* P le point de coordonnées (z, f(z));
* M le point de la corde [A4;, A] d’abscisse z.
Les ordonnées de P et M sont respectivement f(Ax1 4+ (1 —A)axz) et Af(x1) + (1 — A)f(z2). En effet, la corde a
pour équation :
x9) — f(x
y:f( 2) f( 1>(£L’—!E1)+f({131)

T2 — 1

donc 'ordonnée de M vaut :

yu = %(/\xl + (1= Nz —21) + f(21)

= (1= (f(w2) = fz1)) + f(21)
= Af(z1) + (1 = A)f(22)

Ainsi, dire que f est convexe signifie exactement ’observation géométrique évoquée.

Exemple (de fonctions convexes) 1. Toute fonction affine est & la fois convexe et concave
sur R.
Justification. Soit f € R® une fonction affine. Il existe alors a,b € R tel que :

Vo € R, fx)=azx+bd
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Soient 1,20 € R et A € R. Alors :
fOz1+ (1 —XNax2) =a(Axy + (1 — Naz) +b
= Aaxy +b) + (1 —N(azz +b)
= Af(z1) + (1= A)f(22)
donc f est concave et convexe.

2. La fonction valeur absolue est convexe sur R.
Justification. Soient z,y € R et A € R. D’aprés I'inégalité triangulaire dans R, on a :

Az + (1= Ny < Alz|+ (1= Ayl
puisque A € [0, 1].

3. Une somme de fonctions convexes est une fonction convexe.
Justification. Soient f et g sont deux fonctions convexes sur I. Soit (A, z,y) € [0,1] x I?. Alors :

(f+9)Az+ 1=y = f(Am + (1= Ny) +9(Az+ (1= A)y)
M(x)+ 1 =N f(y) + Ag(x) + (1 —N)g(y) (car f et g sont convexes)
= /\(f+9)( )+ (1= +9)()

On conclut donc que la fonction f 4+ g est convexe.

2) Inégalité de convexité

L’inégalité suivante généralise la définition.

Proposition (inégalité de Jensen) Soit f une fonction Convexe sur I et soient p un entier

naturel non nul et Aq,...,\, des nombres réels positifs telle que Z A; = 1. Alors :

=1
P
Vo, ... ap €1, f(ZN%’) <) Aif (@)
i=1 i=1

Remarque : les conditions Ay, ..., A\, € Ry et Z A; = 1 impliquent que :
i=1

Vie [[Lpﬂa Ai € [07 1]
Démonstration On utilise un raisonnement par récurrence. Pour tout entier naturel p non nul, considérons
P

la proposition &, : « pour tous A,..., A, € Ry tels que Z)‘i =1, et pour tous z1,...,xp, €I, 0ona:
i=1

p p p
=1 1=1 =1

* La proposition &7 est vraie car, si p = 1, alors on a nécessairement \; = 1.
p+1
* Soit p € N* tel que la proposition &7, soit vraie. Soient Ay, ..., Ap41 € Ry tels que Z)‘i =1, et soient
i=1
Z1,...,Tp+1 € I. On distingue deux cas.
— Premier cas : \py; =1
p+1
Pour tout ¢ € [1,p], on a nécessairement \; = 0. Alors Z)‘ixi = Zp+1 € I et 'inégalité & établir
i=1
est alors clairement vraie (elle est en fait une égalité).
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— Deuxiéme cas : A\, #1ie A1 <1

Alors :
p+1 P P s
S Ximi = Aiwi + Aprzprr = (1= Apy1) Y #xz T Apt1%p 1
i=1 i=1 i=1 - Ap+l

\
La famille <Z) est composée de p nombres réels positifs ou nuls et :
~ A el

P Ai 1 P 1 p+1
> 1o :1—Ap+1;Ai:1_Ap+1 (ZAZ-—/\,,H)

i=1 Ap+1 i=1
1
=—(1=A
1-— )\p+l ( p+1)
=1
P A
Par hypothése de récurrence, le nombre réel y = E — =, appartient & I et :
L=App1

i=1
) <> — ey
h = 1- Appr”

p+1
Par convexité de I, on a Z Aix; € I puis, par convexité de f sur I,
i=1

p+1
f (Z /\m) = f((1 = Xpr1)y + Apr17ps1)
=1

< (1= 240) (W) + Apr1f(@ps1)
R

3 (@) + Apr1f(mps1)
i=1 p+1

p+1

=3 Nif(w),

i=1

d’ot I'inégalité annoncée. La proposition &, est donc vraie.

Par principe de récurrence simple, la proposition est démontrée. |
Remarques : soient f une fonction convexe sur I, p € N* et z1,...,2, € 1.
* Si A1,..., A, sont des nombres réels positifs non tous nuls (i.e. : 33 € [1,p], A\; # 0), alors :
f(Alxl—i_"'_{')\pxp) < Alf(x1)++/\pf(xp)
A+ M+

1 £
* Comme— € Ry et E —=1,ona:
p :
=1

1< 1<
/(35) <2

Exemple Nous allons démontrer ultérieurement que la fonction exponentielle est convexe sur R.
On pourra donc écrire (pour p = 3 par exemple) :

r+yt+z e 4 eY 4 e”
Vr,y,z € R, e 3 <f

3) Caractérisation de la convexité par la croissance des pentes
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Proposition (inégalités des pentes) Soit f € R!. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) f est convexe sur I

(73) pour tous z,y,z € I,
ey IO 1) _ 1) - f@) .
y—T Z2—x

(#i7) pour tous z,y,z € I,
x<y<zz>f(y)—f(w)gf(Z)—f(y)
y—x =Y

(tv) pour tous z,y,z € I,
fG) = f(=) _ f(2) ~ fy)

<y <z=—= <
z—z z—y

8] F-—--=

Y

Remarque : on retrouve facilement les inégalités & I’aide d’un dessin.

Démonstration Commengons par démontrer I’équivalence entre les propriétés (i) et (i) en raisonnant par
double implication.

Supposons que (%) soit vérifiée. Soient x,y, z € I tels que x < y < z. Alors :

Y
z—

y=Ax+ (1 - Nz ol A=

€ [0,1]

Comme f est convexe, on a :

fy) =z + (1= XA)z) <Af(x) + (1 =N f(2)

— T

== @) + T 1(2)
et donc :
f(z) = f(=@)

d’ott 'on tire 'inégalité annoncée en divisant par y — x > 0.

Réciproquement, supposons que la propriété (i) soit vraie et montrons que f est convexe. Soient A € [0, 1]
et 1,29 € I. Posons y = Azy + (1 — \)za.

* Six; =z o0usi A€ {0,1}, alors :
fAzyr+ (1= Naz) = Af (1) + (1 = A) f(w2)
* Supposons maintenant que x; # x2 et que A €]0, 1[. Sans perte de généralité, on peut supposer que

x1 < z2. D’apreés (ii), on a :
fly) = fx) _ flza) = fl21)
Yy—2T1 h T2 — 21

5
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c’est-a-dire :
fQzy + (1= Nao) = fo1) _ fla2) = fz1)

(1 =M (x2 — 1) h T2 — T

et comme x5 — x1 > 0, on en déduit que :

fQAz1+ (1= ANaz) < (1= A)(f(z2) — flz1)) + f(z1)
=AM (21) + (1 = AN f(z2)
La fonction f est donc convexe.
On remarque enfin que les inégalités (ii), (iii) et (iv) sont équivalentes a :

(=) f(2)+(y—2)f(x)+(z—2)f(y) <O

Elles sont donc équivalentes entre elles. |

Remarque : la fonction f € R est donc convexe si, et seulement si, pour tout a € I, la fonction :

I\ {a} —» R
Ta * T s f(xa)::i(a)

est croissante sur I'ensemble I\ {a}.

2% Exercice Soit f € RE+ une fonction croissante, convexe et non constante. Montrer que

Une solution. Par hypothése, il existe z,y € Ry tels que x < y et f(z) < f(y). Comme [ est convexe sur Ry,
on a d’aprés 'inégalité des pentes (x) :

vt €y, +o0], fly) — (@) < f(t) — f(z)
Yy—x t—x
et donc :
R A
Or:
fly) = f(z) fly) — f(z)

0 d t—
= > onc (t—x) = +f(x)m+oo

Le théoréme de comparaison permet de conclure quant & la limite de f en +oo.

29N Exercice Soient p et ¢ deux nombres réels et f une fonction définie sur un intervalle 7. On
considére la fonction :

' { I — R
v — flz)—pr—q
Montrer que la fonction g est convexe si et seulement si la fonction f est convexe.

Une solution.

* Pour tout a € I, les fonctions 7,(f) et 7,(g) différent de la constante p. La croissance de 7,(f) équivaut
donc a celle de 7,(g).

* Si f est convexe, alors comme toute fonction affine est convexe, g est aussi convexe. On traite la réciproque
de maniére analogue.

IT — Convexité et dérivabilité

On peut facilement étudier la convexité/concavité d’une fonction lorsque celle-ci est dérivable voire
deux fois dérivable. On rappelle que :

* P(1,R) désigne 'ensemble des fonctions dérivables sur I a valeurs dans R ;

*x 2%(I,R) est I'ensemble des fonctions deux fois dérivables sur I & valeurs dans R.

1) Caractérisation des fonctions dérivables convexes
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Proposition (convexité et dérivabilité)  Soit f € R’
* Si f € 2(I,R), alors f est convexe sur I si et seulement si f est croissante sur I.

*x Si f € 2%(I,R), alors f est convexe sur [ si et seulement si f” > 0sur I (i.e.: Vo €I, f"(z) >
0).

Démonstration Le deuxiéme point est une conséquence du premier, et du lien entre croissance d’une
fonction dérivable et signe de la dérivée. On démontre maintenant le premier point en raisonnant par double
implication.
* Supposons que la fonction f soit convexe sur I et soient z,y € I tels que = < y. Pour tout ¢t €]z, y[, on a
d’aprés les inégalités des pentes :

1)~ 1) _

fly) = f@) _ fly) = f@) _ [ = fly)
t—x = Yy—x = y—1t t—y

vt €], yl,

La fonction f étant dérivable sur I, elle I’est en particulier & droite au point . On obtient donc, en faisant
tendre t vers 1 dans l'inégalité de gauche ci-dessus, on obtient :

fly) — f(=)

falw) = () < FE=2

De méme, f est dérivable & gauche en y donc :

fly) — f(=)

e S ') = fo ()

Par transitivité de la relation <, on obtient f’(z) < f’(y). La fonction f’ est donc croissante sur I.

S

* Supposons maintenant que f’ soit croissante sur I et soient z,y,2z € I tels que z < y < z. D’aprés le
théoréme des accroissements finis, il existe ¢; €]z, y[ et ca €]y, 2] tels que :

f(y)ff(l')i /C e
ET— = f'(c1) v

Comme z < ¢; <y < ¢ < z, la croissance de f’ nous donne f/(c1) < f'(cz), c’est-a-dire :

@) = f@) _ f() =)
y—x  z—y

D’aprés , la fonction f est convexe.
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v

W —m —— — —— —— —

|
|
| 1 | .
x & Yy o C2
|
Exemple * La fonction exponentielle est convexe sur R, la fonction logarithme est concave sur
R .
x La fonction f : x — In(1 + e%) est convexe sur R. En effet, f € 2%(R,R) et pour tout = € R,
on a . .
! € . " €
xr)= uis )= ——>
f() 1+€w p f() (1+61)2/
2) Position par rapport a la tangente
Proposition (convexité et tangente) Soit f une fonction convexe et dérivable sur 'intervalle
1. Alors :
Va,xel,  f(z)> f(a)+(z—a)f(a)
Démonstration Soit a,xz € I. L’inégalité est immédiate si a = x. Supposons maintenant que a # x. On

distingue deux cas.

* Premier cas : a <z
Comme f € Z(I,R), on a en particulier f € €([a,z],R) N Z(]a, z[,R). D’apres le théoréme des accrois-
sements finis, il existe ¢ €]a, z[ tel que :

Or ¢ > a et f’ est croissante sur I (car f est convexe et dérivable sur I) donc f'(¢) > f'(a). Par

conséquent :
f(ZL') — f(a) > f/(a)
r—a
En multipliant par  — a > 0 puis en ajoutant f(a), on obtient bien f(z) > f(a) + (z — a)f'(a).
* Deuxiéme cas : x < a
fla) — f(=)
a

— = f'(c) et on aici f'(c¢) < f'(a) (car ¢ < a).

On obtient I'inégalité souhaitée en multipliant par a — z > 0 puis en isolant f(x).

De la méme maniére, il existe ¢ €]z, af tel que

L’inégalité est donc vérifiée dans tous les cas, ce qui achéve la démonstration. |

Remarque : le résultat de la proposition précédente peut s’exprimer en disant que le graphe d’une
fonction convexe dérivable est situé au-dessus de chacune de ses tangentes.

3) Inégalités de convexité
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Proposition *x Pour tout r e R,onae® > 1+ z.

* Pour tout x €] — 1, +oo[, on a In(1 4+ z) < z.

Démonstration La fonction exponentielle est dérivable et convexe sur R. D’aprés la proposition précédente,
la courbe @exp se situe au-dessus de la tangente & la courbe au point d’abscisse 0. Autrement dit :

vV € R, e” > exp’(0)(z — 0) +e?,

d’otu l'inégalité souhaitée. Pour obtenir la deuxiéme inégalité, la fonction f : x — In(1 + z) étant concave sur
son domaine de définition (car f” < 0), son graphe se situe en-dessous de sa tangente au point d’abscisse 0. Il
suffit alors d’écrire 1'inégalité correspondante. |
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