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I — Préambule : notion de voisinage
Définition (voisinages d’un point de R) Soit @ € R. On appelle voisinage de a tout ensemble

de la forme :
* [a—d,a+d]oud>0siaeR;
* [M,+o00o[ou M € Rsia= +o0;
* ]-oo, M]ou M € R sia=-c0.

On note #(a) 'ensemble des voisinages de a.

Exemples * Un voisinage de +o0 est Ry. On a donc Ry € ¥#/(+00).
* L’ensemble des voisinages de 0 est ¥(0) = {[—¢,¢] |e > 0}.
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Proposition Soit @ € R. Alors :
* l'intersection de deux voisinages de a est un voisinage de a;

[ {a} siaeR
* ﬂ V= { @  sinon '
Ve (a)

Démonstration * Il suffit de faire une disjonction de cas suivant que a € R ou a = + 0o. Par exemple,
sia € RetsiVyet Vs sont deux voisinages de a, alors il existe 61 > 0 et do > 0 tels que :

Vi =la—61,a+ 1) et Vo = [a — 62,a + 9]

En posant § = min(d1,d2) > 0, on a V4 NV, = [a — §,a + 0] qui est bien un voisinage de a. Si a = +o0,
et si V1,V € ¥(+0), alors il existe My, My € R tels que Vi = [My,+oo] et Vo = [My, +oo]. Alors
Vi NV, = [max(My, M, +oo[€ ¥ (+00). Le cas a = oo se traite de la méme maniére.

* Soit a € R. Montrons que ﬂ V = {a} en raisonnant par double inclusion.
Ve (a)

Soit x € ﬂ V. Pour tout € > 0, on a x € [a — &,a + €], ce qui implique que :
Ve (a)

Vn € N*, |z —a| <

S|
3
3

1
Or at — ——— a donc le théoréme des gendarmes entraine que = = a.
n n—+too

Pour tout voisinage V de a, on a a € V par définition d’un voisinage de a. Donc on a bien I'inclusion

{a}c ) V.

Ve (a)

Supposons maintenant que a = +oo. Raisonnons par ’absurde en supposant que ﬂ V # O et
Ve (+oo)

considérons z € ﬂ V.Posons M =z + 1> z. Alors x ¢ [M, +oo[ alors que [M, +oo[€ ¥/ (+00), ce
Vev (+oo)
qui est absurde. Le cas a = —oo se traite de la méme maniére. |

Proposition (séparation de R)  Soient a,b € R tel que a # b. Alors il existe V € ¥#(a) et
W e ¥ (b) tels que VAW = @.

Remarque : étant donnés deux points distincts de la droite réelle achevée R, on peut donc trouver
deux voisinages de ces points qui ne se rencontrent pas. En topologie, on dit que R est un espace
métrique sépare.

Démonstration On distingue plusieurs cas.

b—a
* Sia et b sont des nombres réels, considérons § := ! > 0. Il est alors clair que V = [a — §,a + ] et
W =[b—4,b+ 6] sont des voisinages de a et b respectivement qui sont disjoints.

* Sia€Retb=+00,alors [a— 1,a+ 1] et [a + 2, +00[ sont des voisinages de a et b respectivement qui
sont disjoints.

* Les autres cas se traitent de maniére analogue. |
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Définition (propriété vraie au voisinage d’un point de R) Soient I un ensemble non vide
et (P(x))zer une famille de propriétés. Soit encore a € R. On dit que £ (z) est vraie au voisinage
de a si :

IV eV(a), VeeV NI, P(x)

Exemple x L’inégalité 22 < 1 est vraie au voisinage de 0 (dans le voisinage [—1,1] € #(0) par
exemple).

1
* L’inégalité In < 0 est vraie au voisinage de 3 (il suffit en effet de considérer le voisinage [0,1])
dans la définition précédente.

* La fonction o — x2 est décroissante au voisinage de —oo (elle I’est par exemple sur le voisinage
]-00,0] de +00).

II — Limite d’une fonction en un point

1) Définitions

Définition (intérieur, adhérence) Soit I un intervalle de R d’extrémités -oco < a < b < +o0.
On appelle :

* intérieur de I 'ensemble I =1\ {a,b} C R;
x adhérence de I I'ensemble I = I U {a,b} C R.

Exemple * [0,2[=10,2], [Oj2[ =10, 2]

* [0, +00[ = [0, +00] = Ry, [0, +00[ =]0, +00]

Dans toute la suite du paragraphe, I désigne un intervalle de R d’intérieur non vide (autrement dit,
I = [a,b] ou I =|a,b[ ou I =]a,b] ou I = [a,b], avec a et b deux éléments de R tels que a < b) et
feRL,

Définition (les neuf cas possibles)  Soient a € I et £ € R.

* Sia,f € R, on dit que [ tend vers ¢ quand x tend vers a, noté lil)n f(x) =L ou f(x) — lsi:
X a xr a

Ve>0,36>0,Veel, [x—a|<d=|f(x) ¥ <e

On peut aussi avoir les cas a = £ oo ou £ = T o0.

* a €Retl=+00:

VM eR, 36>0,Vxel, |r—a|<0= f(z) > M
*x a€Retl=-00:

VM eR, 36>0,Veel, |r—al|<0= f(z) <M

xa=+00etfeR:

Ve>0, IMeR, Ve el, e > M= |f(x) — | <¢
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*xa=-cetleR:

Ve>0, IMeR, Vzel, <M= |f(zx)—¢| <e
* a=+00 et f = -00:

VmeR, AIMeR, Ve el, x> M= f(z)<m
*x a=-00etl=+00:

VmeR, AIMeR, Ve el, < M= f(z)=>m
* a=+00 et { = +00 :

VmeR, IMeR, Ve el, > M= f(z) >m
* a=-0etl=-00:

VmeR, IMeR, Ve el, s < M = f(z) <m

Exemple On a e —— t+00. En effet :
Tr—>+00

VM >0, Ve eR, z>In(M) =e*">M
par croissance de la fonction exponentielle sur R.

On peut unifier les définitions précédentes & ’aide de la notion abstraite de voisinage.

Définition (avec les voisinages) Soient a@ € I et £ € R. On dit que f tend vers { en a si :
YWey ), IW e ¥(a), fWNI)CV

On note alors %1_1)1((11 f(z) ="Lou f(x) — L.

Remarques :

* L’assertion f(W NI) C V signifie :

Vee WNI, flz) eV

* Pour tout W € #(a),ona WnNI#@.

* En frangais : « pour tout voisinage V' de /¢, si x est suffisamment proche de a, alors f(z) appar-
tiendra a V ».

2) Premiéres propriétés

Proposition (unicité de la limite)  Lorsqu’elle existe, la limite d’une fonction en un point (de
T) est unique.
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Démonstration Soit @ € 1. On suppose que f admet deux limites différentes ¢ et ¢’ en a, avec (¢,¢') € (R)2.

Soient V € ¥ (£) et V' € ¥ (¢') tels que VNV’ = & (ce qui est possible car ¢ # ¢’). Par définition de la limite,
il existe deux voisinages W et W’ de a tels que :

fwnncv et  fWnIcV
OnaWnW' NnIcWnI donc:
fovnw'nl)yc fwWnI)cV  et,deméme, fWnNW' NnI)cV’

Comme W N’ est un voisinage de a, on a WNW' NI # @. Considérons un élément x de W NW’' N I. Alors
f(x) e VNV’ On en déduit que VNV’ # &, ce qui est absurde. [ |

Proposition (limite finie et bornitude) Soit @ € 1. Si f admet une limite finie en a, alors f
est bornée au voisinage de a.

Démonstration Notons ¢ € R la limite de f en a. Considérons le voisinage V' = [¢ — 1,¢+ 1] de £. Alors il
existe un voisinage W de a tel que f(W NI) C V. Donc :

VeeWwnl, (—1< f(z) <O+,

ce qui prouve que f est bornée sur W N I. Autrement dit, f est bornée au voisinage de a. |

Proposition (valeur de la limite en un point de I)  Soit a € I (donc a € R). Si f posséde
une limite en a, alors cette limite est finie et est égale a f(a) :

lim f(x) = f(a)

T—a

Démonstration On suppose qu’il existe £ € R tel que f(x) — £. Alors :
T—ra

YWev (@), IW e ¥(a), fWNI)CV

Pour tout voisinage W de a, on a a € W et a € I donc a € W N1, ce qui implique que f(a) € V. Ainsi,
fla) € ﬂ V. Cette intersection est donc non vide, ce qui implique que £ € R et que :

Ver ()
flaye [} Vv={a,
Ver ()
c’est-a-dire f(a) = ¢. [ |
Proposition (limite nulle)  Soit a € I. Alors :

* f(ﬂf)mo — |f($)|m0;

* si g est une fonction bornée au voisinage de a et si f(z) — 0, alors f(z)g(x) — 0.
Tr—a r—a

Démonstration * Il suffit d’écrire la définition.
* La démonstration analogue a celle pour les suites. |
. sin(z?) . . ) .
Exemple On a lim = 0 car la fonction sinus est bornée sur R et car lim — = 0.
T—+00 €T T—+00 I
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3) Limite a gauche, limite a droite

La fonction :

R — R
f: RN -1 siz<0
1 siz>0

n’admet pas de limite en 0. En effet, si tel était le cas, et en notant ¢ € R la limite de f en 0, alors :

36>0, VzeR, |z -0/ <0 = |f(z) — ] <

N | =

On a alors :

2= |f(=0) = f(O)| <2 x =,

ce qui est absurde.
Pour cette fonction, on peut néanmoins étudier la limite @ gauche en 0 (ou la limite a droite en 0).

Définition (limite & gauche, limite & droite) Soit a € T et f € RL.

* Si a # inf(I), on appelle limite a4 gauche de f en a, si elle existe, la quantité notée lim f(x),
T—a—

définie par :

xlg(r}{ f(z) = ilglll flin)-s0,a(2)

* Si a # sup([), on appelle limite a droite de f en a, si elle existe, la quantité notée lim f(x),

r—a™t
définie par :
Jim f(z) = Hm frojg, o0l (7)
Exemple * La fonction © — — admet une limite a droite en 0 égale a +oo.

x
* La fonction f de 'exemple précédent admet une limite & gauche en 0 (qui vaut —1) et une limite
a droite en 0 (qui vaut 1).

[¢]
Proposition Soient a € I et f € RY. Les assertions suivantes sont équivalentes :
* f admet une limite en a;

* f admet une limite & gauche et a droite en a qui sont égales & f(a).

Démonstration On sait que si f admet une limite £ en a, avec a € I, alors nécessairement ¢ = f(a).
Soit € > 0. Alors il existe § > 0 tel que :

Veel, lx—a|<d = |f(z)— fla)] <e
En particulier :
Vo e IN]-o0,a], |t —a|<d = |f(z) — fa)| <e

donc f admet une limite & gauche en a qui vaut f(a). De méme, f admet une limite & droite en a qui
vaut f(a).

Supposons que f admette une limite & gauche et a droite en a toutes les deux égales a f(a). Fixons € > 0.
On sait qu’il existe § > 0 et ¢’ > 0 tel que :

Vo € In]-so,al, e —al <6 — |f(2) - fla)| <e
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et :
Vo € INja, +oo|, |[r —a| <& = |f(x) — f(a)| < e

En posant o = min(d,4’) > 0, on a :
Veel\{a}, |r—al<a = [f(z) - fla)| <e
et on peut remplacer I\ {a} par I dans cette proposition (puisque f(a) — f(a) = 0). Donc f admet une
limite en a (égale & f(a)). [ |
Remarques :

* Il est important que les limites & gauche et a droite en a soient égales a f(a) pour assurer
I'existence de la limite de f en a (cf. 'exemple précédent).

* Deméme, sia € I etsifeRM alors f admet une limite (finie ou infinie) en a si et seulement
si:

— f admet une limite a gauche et & droite en a;

— et lim f(z) = lim+ f(x).

1
Exemple En considérant les limites & gauche et & droite, on obtient que |— ——0—> +00.
| x—

Proposition (Théoréme de la limite monotone) On suppose que f € R est une fonction
monotone. Alors :

o
* en tout point a de I, f admet une limite finie & gauche et a droite de a;
* f admet une limite & gauche au point sup(7);

* f admet une limite & droite au point inf(I).

Démonstration Quitte a remplacer f par —f, on peut supposer que la fonction f est croissante. Soit a € I
et considérons ’ensemble :

& = {f(x)|x<a}
L’ensemble & est une partie de R qui est non vide (elle contient f(a)) et majorée par f(a) (par croissance de
f sur I). D’aprés la propriété de la borne supérieure, & admet donc une borne supérieure que ’on note M.
Montrons que f(z) —— M, i.e. que :
Tr—a—
Ve >0, 36 >0, Vo € IN]-00,a, [z —a|<d = |f(z) —M|<e¢

Soit € > 0. Le nombre M — ¢ ne majore pas & (puisque la borne supérieure est le plus petit majorant) donc il
existe g € I tel que zg < a et f(xg) > M — €. Soit © € [z, a[. Par croissance de f sur I, on a :

M —e< f(zo) < flz) <M

car M majore & et car f(x) € &. On a donc |f(z) — M| < e. On en déduit que f admet une limite & gauche en
a égale & M. On procéde de maniére analogue pour la limite & droite et pour les cas a = sup(/) et a = inf(7).H

4) Caractérisation séquentielle de la limite

Théoréme (caractérisation séquentielle de la limite) Soient a € I et ¢ € R. Les assertions
suivantes sont équivalentes :

* f(x)mf;

* pour toute suite (2,)neny € 1N telle que x,, —— a, on a f(x,) — £.
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Démonstration On effectue la démonstration dans le cas a € R et £ € R (les démonstrations dans les
autres cas sont analogues en adaptant le voisinage).

Soit (2,)nen € IV une suite convergente de limite a. Soit £ > 0. Comme f admet une limite en a € R
égale a £ € R, il existe § > 0 tel que :

Veel, lr—a|<d = |f(x)—¢ <e
De plus, par définition de la convergence d’une suite,
INeN, Vn>2N, |z, —a| <¢
Pour tout entier n > N, on a donc |f(z,) — | < e. Ainsi, f(z,) — L.
On raisonne par contraposition. Supposons que f ne tende pas vers £ en a. Alors il existe € > 0 tel que :
V>0, Jas €1, |zs—a|l <det|f(xs)— ¥ >¢

1
En choisissant § = — (pour n € N*), on trouve donc une suite (z,),>1 de points de I telle que |z, —a| < —
n

pour tout n € N* et |f(z,) — £] > €. Ainsi, la suite (z,,)n>1 converge vers a et (f(zn))n>1 ne converge
pas vers £, d’ou le résultat. |

Exemple Ce résultat peut permettre de montrer qu’une fonction donnée n’admet pas de limite en

un point. Considérons par exemple la fonction sin sur R. Si cette fonction admettait une limite (notée

¢) en +oo, alors pour toute suite x € RY qui tend vers +oo, on aurait sin(z,) ——— £. Les choix
n—+o0o

T
Ty = 2nm et y, = 2nm + 5 fournissent deux suites qui admettent deux limites différentes (& savoir 0

et 1), ce qui est absurde.

5) Opérations sur les limites

Les propriétés suivantes sont analogues & celles vues sur les suites numériques.

Proposition Soient f,g € R, a € T et £, € R tels que f(x) — £ et g(x) — £'. Alors on a
r—a Tr—a
les propriétés suivantes (& moins d’étre dans un cas de forme indéterminée) :
* f(z) + Ag(z) — L+ N
r—a
* f(x)g(@) — o';
r—ra
1 1
@) o0 T

* si £ # 0, alors f ne s’annule pas au voisinage de a et

Démonstration Il suffit d’adapter la démonstration de la propriété analogue vue pour les suites. |
Proposition (composition des limites) Soient I et J deux intervalles de R (non vides et non
réduit a des points), f € RY, g€ R/, a €T, b€ J et £ € R. On suppose que :

* f(I)C J;

*x f(r) — b;
r—a

*x g(x) — {;
r—b

Alors (g o f)(x) — L.
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Démonstration On veut montrer que :
YWev), AW e ¥(a), (gofYWNI)CV
Soit V € ¥ (¢).

* Comme g admet pour limite £ en b, il existe un voisinage W de b tel que gW NJ) C V.

* Ensuite, f admet pour limite b en a donc il existe un voisinage W’ de a tel que f(W/ N I) C W. On a
aussi f(W' NI)CJ (car f est a valeurs dans J par hypothése) donc f(W/'NI)C WnNJ.

Par conséquent :
(gofYW'NnI)=g(fW'nI) cgWnlJ)cV
Par définition de la limite, on a bien (go f)(x) — . ]
r—a

T—r+00

x
E 1 O i
xemple n a sin (12_1_1)

6) Limites et inégalités

Proposition (passage a la limite dans des inégalités larges) Soient f,g € R!, a € T et
¢,¢" € R. On suppose que f < g au voisinage de a (i.e. : AW € ¥ (a), Ve € W NI, f(x) < g(z)).
Alors :

*x £ <V (inégalité dans R);

* en particulier, si £ = +o00 alors ¢/ = +00, et si £/ = —o00 alors £ = —oo (théoreme de comparaison).

Démonstration On utilise la caractérisation séquentielle de la limite ainsi que le résultat sur le passage a
la limite dans des inégalités pour les suites. Soit & = (2, )nen € I' une suite de points qui converge vers a (une
telle suite existe d’aprés la caractérisation séquentielle de la densité). Par hypothése, il existe un voisinage W
de a tel que :

Vee WnlI, flz) < g(x)

Comme x admet pour limite a et puisque W est un voisinage de a, il existe ng € N tel que :
vn > ng, r, €W

Ainsi :
Vn = nyg, f(xn> < g(xn)

Par ailleurs, les suites (f(z5))n>no €t (9(@n))n>n, convergent vers £ et ¢ respectivement d’aprés la caractérisa-
tion séquentielle de la limite. En appliquant le résultat sur le passage a la limite dans des inégalités larges pour
les suites, on obtient 'inégalité £ < ¢'. |

Exemple  On a 22 — z cos(z) — +00.

T—r+00

Proposition (théoréme d’encadrement ou des gendarmes) Soient f,g,h € R! des fonc-
tions, a € I et £ € R. On suppose que :

* f < g < h au voisinage de a;

* f(a) —= ¢

* h(x) — L.
Tr—a

Alors g(x) — L.
Tr—a
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Démonstration On peut procéder de la méme maniére : on utilise la caractérisation séquentielle de la
limite ainsi que le théoréme des gendarmes pour les suites. |

. . . 1
™™ Exercice Déterminer lim 2 {J
x—0 X

III — Continuité en un point

On désigne toujours par I un intervalle non vide et non réduit a un point et f est un élément de RY.

1) Continuité en un point

Définition (continuité en un point) Soit a € I. On dit que f est continue au point a si :

f@) —> ()

Exemple La fonction  — /2 est continue en 1. Montrons en effet que :
Ve—V1=1
z—1

Soit e €]0, 1[. Pour tout x € Ry, on a :

Wz —1<e <= —e<Vz-1<e &= 1l—-e<Vz<e+1
<

— 1-e?-1<2s-1<(e+1)* -1
En choisissant § = min(1 — (1 —¢)%,(1+¢)? —1),on a :

VieR,, [r—1<1 = |Vo—1|<¢

2) Prolongement par continuité en un point

Le probléme est le suivant : on considére une fonction f : I\ {a} — R ou a € I. La fonction f n’est
ici pas définie au point a de I et on se demande si on peut prolonger f en une fonction définie sur I
et continue au point a.

Définition (prolongement par continuité) On dit que f est prolongeable par continuité en a
s’il existe une fonction g : I — R définie sur [ telle que :

* g soit continue au point a;

* glngay = 1

Le résultat suivant va nous permettre d’étudier ce probléme.

Proposition La fonction f est prolongeable par continuité en a si et seulement si f admet une
limite finie en a.

10
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Démonstration Supposons qu’il existe une fonction g continue en a telle que g[p 143 = f-
Alors g(x) — g(a) et, comme g|p\(q} = f, on a f(x) — g(a). La fonction f admet donc une limite
Tr—ra r—a
finie en a.
Posons ¢ = tlim f(t) et considérons la fonction g définie sur I par :
—a
[ f@) sizel\{a}
veel, g(x)—{ { siz=a
Comme f admet pour limite ¢ en a par hypotheése, la fonction g est continue en a. De plus, elle prolonge
clairement la fonction f sur I. |

3

1
Exemple * Soit f:x+— L :_1 qui est définie sur R\ {—1}. Alors :
x

Ve e R\ {-1}, flz)=a* -z +1,
qui admet pour limite 3 quand x tend vers —1. On en déduit qu’on peut prolonger f par continuité
en —1.
1
* Soit f : x € Ry —— e~ z. On peut prolonger f par continuité en 0 car f(x) — 0 par
z—0

composition des limites.

3) Continuité a droite, continuité a gauche

Considérons la fonction f : z — |z]. Cette fonction n’est pas continue en 0 car f(0) = 0 mais
f(z) = —1 pour tout = € [—1,0[. On peut introduire les notions de continuité a droite ou a gauche en

un point.

Définition (continuité a droite, continuité & gauche)  Soient f € R et a € I.

* Sia # inf(]), on dit que f est continue a gauche en a si lim f(z) = f(a).

r—a—

* Sia #sup(l), on dit que f est continue a droite en a si lim f(x) = f(a).

r—a™t

Exemple  Soit f : x — |z]| (définie sur R). Alors f(0) = 0, lirél+ f(z) =0et lim f(x) = —1.
T—

z—0~
Donc f est continue a droite en 0, et elle n’est pas continue & gauche en 0.

Proposition (lien avec la continuité) Soit a € I. Alors f est continue en a si et seulement si
elle est continue a droite et a gauche en a.

Démonstration C’est une conséquence immeédiate du résultat sur les limites a gauche et & droite. |

9% Exercice On considére la fonction f définie sur R par :
x

Ve eR, f(z)={ 2?+1
Vrln(z) siz >0

sixzx <0

D’aprés la proposition précédente, la fonction f est continue en 0.

4) Caractérisation séquentielle de la continuité
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Théoréme (caractérisation séquentielle de la continuité) Soit @ € I. Les assertions sui-
vantes sont équivalentes :

* f est continue en a;

* pour toute suite (7, )neny € IN qui converge vers a, la suite (f(,))nen converge vers f(a).

Démonstration C’est une conséquence immeédiate de la proposition sur la caractérisation séquentielle de
la limite. u
S%% Exercice  On considére la fonction f = 1g. En considérant la suite = (x5,),>1 définie par
2 . .
Ty, = — pour tout n € N* montrer que la fonction f n’est pas continue en 0.
n

Une solution. La suite x converge vers 0. De plus, pour tout n € N*, on a z,, € R\ Q donc f(x,) = 0. Ainsi, la
suite (f(zn))n>1 est convergente de limite 0 # f(0) (car f(0) = 1). D’aprés le critére séquentiel de continuité,
la fonction f n’est pas continue en 0.

5) Continuité et opérations

Le résultat suivant est une conséquence immédiate des opérations sur les limites.

Proposition (propriétés algébriques) Soient f,g : I — R deux fonctions continues en un
point a € I. Alors :

* pour tout A € R, la fonction f + Ag est continue en a;

* la fonction f x g est continue en a;

1
* si f(a) # 0, alors la fonction — est définie dans un voisinage de a et est continue en a.

Démonstration 11 suffit d’appliquer la proposition relative aux opérations sur les limites. |
Proposition (composition de fonctions continues) Soient I et J deux intervalles de R (non
vides et non réduit a un point), a € I, f € R et g € R’. On suppose que :

* f(I)C J;

* la fonction f est continue en a;
* la fonction g est continue en f(a).

Alors la fonction g o f est continue en a.

Démonstration 11 suffit d’appliquer le théoréme de composition des limites. |

6) Continuité sur un intervalle

12



Chapitre 14 : Limites et continuité MPSI Mariette

Définition (continuité sur un intervalle) On dit que f est continue sur [ si elle est continue
en tout point de I.

Notation : on notera ¢'(I,R) (ou ¥°(I,R)) I'ensemble des fonctions continues sur 1.

On déduit de la proposition précédente la structure suivante de € (I, R).

Corollaire  Le triplet (¢'(I,R),+, x) est un anneau commutatif dont les éléments neutres sont
Oy (r,r) : = 0 (pour 'addition) et 14 () : © € I — 1 (pour la multiplication).

Remarque : en notant ¢ (I, ') I'ensemble des fonctions continues d’un intervalle I & valeurs dans un
intervalle I’, alors le théoréme de composition précédent entraine que, si I et J sont des intervalles de
R, alors :

V(f,9) €€(1,J)xC(JR), gofe?(,R)
IV — Théorémes autour de la continuité

Les théorémes suivants sont centraux en Analyse et seront fréquemment utilisés.

1) Théoréme des valeurs intermédiaires

La question sous-jacente du théoréme qui suit est la suivante : que dire de I'image d’un intervalle par
une fonction continue ?

Théoréme (des valeurs intermédiaires)  Soient a,b € R tels que a < b et soit f € €([a, b],R).
* Si f(a)f(b) <0, alors il existe ¢ €]a, b[ tel que f(c) = 0.

* Tout nombre y compris entre f(a) et f(b) admet un antécédent par f dans [a, b].

Démonstration (du premier point en utilisant la propriété de la borne supérieure) Quitte & rem-
placer f par —f, on peut supposer que f(a) < 0 (et alors f(b) > 0). Considérons I’ensemble :

& ={x€la,b]| flz) <0}

Cet ensemble est une partie de R qui est non vide (elle contient a) et qui est majorée (par b par définition
de Tensemble) ; elle admet donc une borne supérieure que l’on note ¢. Montrons maintenant que ¢ ¢ {a, b} et
f(¢) = 0. On montre que f(c) =0 en montrant les deux inégalités f(c) < 0 et f(c) > 0.

* Comme c = sup(&), il existe z € &Y qui converge vers c. Par définition de &, on a :
Yn € N, f(zn) <0,

puis, en utilisant le critére séquentiel de continuité au point c et le passage a la limite dans les inégalités,
on obtient f(c) < 0.

* L’inégalité précédente entraine que ¢ < b (puisque f(c) < 0 tandis que f(b) > 0). On en déduit qu’il
existe N € N tel que :

1
Vn > N, c+ — € a,b]
n

1
Par ailleurs, on sait aussi que pour tout n > N, on a ¢+ — ¢ & (par définition de la borne supérieure
n

d’un ensemble) donc :
1
Vn > N, f(C+n)>O

Le critére séquentiel de continuité nous donne alors, en passant a la limite : f(c) > 0.

13
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Finalement, on a bien 1'égalité f(c) =0 et ¢ ¢ {a, b}. [ |
Démonstration (du premier point en utilisant le principe de dichotomie) Sans perte de généra-
lité, on peut encore supposer que f(a) < 0 et f(b) > 0. Posons agp = a et by = b. Soit n € N. Supposons avoir
construit des nombres réels aq, ..., a, et by, ..., b, tels que :
(i) a=ap < <ap <bp <--- < by =0
b—a

(¢) pour tout k € [0,n], by — ar = T
(#92) pour tout k € [0,n], f(ar) <0< f(bk)-
ap + by

On construit alors les nombres réels a,,41 et b, 11 de la maniére suivante. On commence par poser ¢,, = 2

Ensuite :
— 81 f(cn) =0, alors on pose ay11 = ay €t byy1 = Cp;
— sinon, on pose G,+1 = Cp €t byl = by.
Dans chacun des deux cas, il est clair que a,, < an41 et b1 < by,. Par ailleurs :

bp—an, b-—a
9 T o9n+l

bn—l—l —Onpy1 =

en utilisant ’hypothése de récurrence. Par ailleurs, f(an+1) < 0 < f(byy1) par construction.
Les suites (an )nen et (by)nen sont clairement adjacentes donc elles convergent de limite commune notée ¢ € [a, b].
Par ailleurs :

vneN,  f(an) <0< f(bn)

La caractérisation séquentielle de la continuité entraine la convergence des suites (f(an))nen €t (f(bn))nen vers
f(c) (car f est continue au point ¢). En passant a la limite dans les inégalités précédentes, on obtient donc que
f(e) <0< f(c) et donc f(c) = 0. En particulier, on a ¢ ¢ {a, b}. |

Démonstration (du deuxiéme point) Sans perte de généralité, on peut supposer que f(a) < f(b). Soit
y € [f(a), f(b)]. Siy = f(a) (respectivement y = f(b)), alors a (respectivement b) est un antécédent de y par f
dans [a, b]). Supposons maintenant que y €] f(a), f(b)[ et considérons la fonction g : x € [a,b] — f(x)—y. Alors
g(a)g(b) < 0 et g est continue sur [a, b] donc il existe ¢ €]a, b[ tel que g(c) = 0, c’est-a-dire tel que f(c)=y. W

Remarques :

* La condition f(a)f(b) < 0 exprime simplement le fait que f(a) et f(b) sont de signes contraires.
* Il n’y a pas nécessairement unicité du point ¢ dans cet énoncé.

* Le principe de dichotomie sera exploité en informatique pour approcher numériquement les points
d’annulation d’une fonction.

%% Exercice  Soit f:[0,1] — [0, 1] une fonction continue. Montrer que f admet un point fixe.

Une solution.

Il n’y a rien a faire si f(0) =0 ou si f(1) = 1. Supposons maintenant que f(0) > 0 et f(1) < 1 et considérons
la fonction g : ¢ € [0,1] — = — f(x). Alors g(0) = —f(0) <0 et g(1) =1 — f(1) > 0. D’aprés le théoréme des
valeurs intermédiaires (la fonction g est continue sur [0, 1] comme différence de fonctions qui le sont), il existe
x €]0, 1] tel que g(z) = 0, ce qu'il fallait démontrer.

Corollaire (image d’un intervalle par une fonction continue) L’image d’un intervalle par
une fonction continue est un intervalle.

Démonstration Soient I un intervalle de R et f € €(I,R). On veut montrer que f(I) est un intervalle.
Soient u,v € f(I) tels que u < v. Il s’agit de montrer que [u,v] C f(I). Soit y € [u,v]. Par hypothése sur u
et v, il existe a,b € I tels que u = f(a) et v = f(b). Comme y est compris entre f(a) et f(b), le théoréme des
valeurs intermédiaires entraine qu’il existe = € [a,b] tel que y = f(z). Comme I est un intervalle, on a z € I
(puisque x € [a,b] et a,b € I) donc y € f(I). Finalement, on a bien montré que [u,v] C f(I) et donc f(I) est
un intervalle. |

Remarque : les intervalles I et f(I) peuvent étre de natures différentes. Par exemple :

sin(]-o0, +oo[) = [—1,1]
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2) Théoréme des bornes atteintes

Rappel : on appelle segment de R tout intervalle de la forme [a,b] ot a,b € R sont tels que a < b.

Théoréme (des bornes atteintes) * Toute fonction continue sur un segment y est bornée
et atteint ses bornes.

*x L’image d’un segment par une fonction continue est un segment.

Démonstration * Soient a,b € R tels que a < bet f € €([a,b],R). D’aprés le (corollaire du) théoréme
des valeurs intermédiaires, f([a,b]) est un intervalle. Montrons que f posséde un maximum (pour montrer
que f posséde un minimum, il suffit de montrer que —f posséde un maximum et on est ramené au cas
précédent). Posons :

s =sup(f([a,b])) € RU {+o0}

Cette borne supérieure existe d’aprés la propriété de la borne supérieure :

— ou bien cet ensemble n’est pas majoré et alors la borne supérieure vaut +oco;

— ou bien f([a,b]) est majorée, auquel cas la borne supérieure existe dans R.
Dans les deux cas, on sait d’aprés la caractérisation séquentielle de la borne supérieure que s est la limite
d’une suite d’éléments de f([a,b]); il existe donc = = (2,,)nen € [a, b)Y tel que f(z,) —
La suite numérique x est bornée donc, d’aprés le théoréme de Bolzano-Weierstrass, elle posséde une suite
extraite (7,(,))nen convergente, de limite notée ¢ € [a,b]. D’aprés le critére séquentiel de continuité, on
a:

f(C) = lim f(wcp(n)) =S

n—+oo
Par conséquent, s € R (ce qui montre que f est majorée) et comme s est une valeur atteinte par la
fonction f, il s’agit du maximum de f sur [a, ] (atteint en c).
* Posons S = f([a,b]), s = sup(S) et i = inf(I). On sait que s,7 € R d’aprés le point précédent. Montrons
que S = [i, s].
— Par définition des bornes supérieure et inférieure (qui sont des majorant et minorant de S respecti-
vement), on a l'inclusion S C [i, s].
— Les bornes i et s étant atteintes, on a i,s € S. Or S est un intervalle (corollaire du théoréme des
valeurs intermédiaires) et ¢ < s donc [i,s] C S.
On a l'égalité S = [i, s] par double inclusion. |

3) Continuité et monotonie stricte

Les résultats de ce paragraphe sont admis. Il est clair que toute fonction strictement monotone sur un
intervalle est injective. La réciproque est fausse en général.

Proposition (admis) Toute fonction continue et injective sur un intervalle est strictement mo-
notone.

Le résultat suivant renforce le théoréme des valeurs intermédiaires.

Théoréme (de la bijection, admis) Soient I un intervalle de R et f : I — R une fonction
continue et strictement monotone. Alors :

* f réalise une bijection de I sur l'intervalle J = f(I);

x la fonction f=!:J — I est continue et strictement monotone sur J (de méme monotonie que

f).

Remarque : dans un repére orthonormé, les graphes de f et f~! sont symétriques 'un de I’autre par
rapport a la droite d’équation y = x.
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V — Extension aux fonctions a valeurs complexes

Tous les résultats de ce chapitre qui ne font pas intervenir d’inégalités restent vrais pour les fonctions
f : I — C définies sur un intervalle I de R & valeurs dans C. En particulier, le théoréme des valeurs
intermédiaires ne se généralise pas. Remarquons que :

Veel,  f(z) = Re(f(z))+ilm(f(z))

et que les fonctions Re(f) : x € I — Re(f(x)) et Im(f) : x € I — Im(f(x)) sont & valeurs réelles.

1) Limite

On peut définir la notion de limite pour une fonction f : I — C en un point a de I. La limite est
nécessairement un élément de C.

Définition Soient a € T et £ € C. On dit que f admet pour limite ¢ en a si :

YWerv), IW e ¥ (a), fWnNI)CV

Ici, un voisinage de £ € C est un disque fermé D(¢,r) de centre £ et de rayon r > 0.

Proposition Soient a € I, a, B € Ret £ = a+ i € C. Alors :

Re(f(z)) o &
fla) = € = I(f@) -
{=a+1if

Démonstration Supposons que f(xz) — £. Soit r > 0. Il existe un voisinage W de a tel que :
T—ra

Veel, ceW = |[f(x)—¥¢ <r
SizeWnI, alors on a :
Re(f(z)) —al < [f(z) — €| <7

Donc Re(f(z)) — o

Supposons que Re(f(z)) —— « et Im(f(z)) —— B et soit r > 0. Par hypothese, il existe des voisinages
r—a r—a
W et W’ de a tels que :

r

(\m eWNI, [Re(f(z))—al< \/5) et (‘v’x ew'nlI, [Im(f(z)) -8l < \;5)

Posons U = W NW' € ¥(a). Pour tout x € UNI, on a:

(@) — ) = /(Re(F(@) —a)? + (@) — B < ¢ (ﬂ) ; (ﬂ) . n

0

Exemple Onae® — 1 car cos(d) — 1 et sin(f) — 0.
0—0 0—0

6—0
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2) Continuité

Soit f € C.
* Soit a € I. La fonction f est continue en a si lim f(x) = f(a).
r—a

* La fonction f est dite continue sur I si elle est continue en tout point de I.

Proposition  La fonction f est continue en a € I si et seulement si les fonctions Re(f) et Im(f)
sont continues en a.

Démonstration C’est une conséquence immeédiate de la proposition précédente. |

Exemple La fonction § — e% est continue sur R car les fonctions cos et sin le sont.
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