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ARITHMETIQUE DES ENTIERS
RELATIFS
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I — Divisibilité dans Z

1) Diviseurs, multiples

Définition (diviseur, multiple) Soient a,b € Z.

* On dit que a est un diviseur de b (ou que b est un multiple de a), noté a | b, s’il existe k € Z
tel que b = ak

* On note Z(a) 'ensemble des diviseurs de a, c’est-a-dire :

P(a) ={k €Z|k|a}




Chapitre 13 : Arithmétique des entiers relatifs MPSI Mariette

Exemple * Lentier 3 divise 9 mais 3 ne divise pas 5 (car 5 ¢ Z).
* Les entiers 1 et —1 divisent tous les entiers.
* L’entier 0 est un multiple de tous les entiers (i.e. Z(0) = Z), mais il ne divise que lui-méme.
* L’ensemble des diviseurs de 6 est Z(6) = {+1,£2,+3,+6}.
Remarques :
* Pour tout a € Z, on a l'égalité Z(a) = Z(|al).
* Soit a € Z. L’ensemble des multiples de a est aZ = {ak‘ ‘ ke Z}.
* La relation « divise » est réflexive et transitive mais elle n’est pas antisymétrique. En effet, 2 | —2
et —2 | 2 (pourtant 2 # —2).
* La divisibilité sur N* est liée & l'ordre naturel sur N* par la relation :

alb=a<b

En effet, si a | b, alors il existe k € Z tel que b = ka et, puisque a et b sont strictement positifs,
on ak € N* et donc b > a.

Proposition (caractérisation des couples d’entiers associés) Soient a,b € Z. Alors :

albetbla < |a| = |b|

Démonstration Soient a,b € Z.
* Supposons que a | b et b | a. Il existe alors des entiers relatifs k et ¢ tels que a = kb et b = fa et donc
a = kla.
— Sia =0, alors b= 0.
— Sinon, k¢ =1 et donc |k| = |¢| =1 (puisque k et ¢ sont des entiers) et |a| = |b|.
* Si|a| = |b, alorsa =boua=—bdonca|betd]a. [ |

Remarque : la relation « divise » est donc une relation d’ordre sur N.

Proposition Soient a,b € Z.
* Soient u,v,d € Z. Alors :
dlaetd|b=d]| (au+ bv)

* Soit x € Z*. Alors :
a|lb < ax|bx

Démonstration Soient a, b € Z.
* Solent u,v,d € Z. Si d | a et d | b, alors il existe k, £ € Z tels que a = kd et b = ¢d. Par conséquent :
au 4+ bv = kdu + £dv = (ku + tv)d
Comme ku + fv est un entier, on peut conclure que d divise au + bv.
* Soit x € Z*. Alors :
a|ld <= 3Fk€Z, d=ka < Ik e Z, dx=k(ax) (car & #0)
— ax | dx [ |

2% Exercice Déterminer les entiers naturels n tels que n + 1 divise n + 8.
Solution. On raisonne par analyse-synthése.

* Supposons que n € N soit tel que n+1 | n+8. Onaaussin+1 | n+1doncn+1 divisen+8—(n+1) =T7.
Par conséquent, n+ 1 € {1,7} d’ou 'on tire que n = 0 ou n = 6.
* Réciproquement, les entiers 0 et 6 sont solutions.

Les entiers cherchés sont donc 0 et 6.
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2) Division euclidienne

Théoréme (de la division euclidienne)  Soit (a,b) € Z x N*. Il existe un unique couple d’en-
tiers relatifs (g,7) tel que :
a=bqg+r avec 0<r<b (1)

On dit qu’on a effectué la division euclidienne de a par b. Dans cette division, le quotient est ¢, le
reste est r.

Démonstration Soit (a,b) € Z x N*. On raisonne par analyse synthése.
*x Analyse : supposons qu’il existe ¢, 7 € Z tels que a = bg+7 et 0 < r < b. Alors 0 < a — bg < b,

a a a
c’est-a-dire 7 1<g< 7 On a donc g = LEJ Le couple (g,r) est donc uniquement déterminé.

*x Synthése : posons ¢ = {%J et r = a—>bg. On a alors bien a = bg+1r et %71 <q< % donc0<r<o. 1

Remarque : avec ces notations, on a a = r [b].

Exemple La division euclidienne de 151 par 7 est 151 = 21 x 7 + 4 (le quotient vaut 21, le reste
vaut 4).

Corollaire (sous-groupes de 7Z) Les sous-groupes de (Z,+) sont les ensembles de la forme nZ,
oun € N.
Démonstration * Pour tout entier naturel n, on sait que (nZ,+) est un sous-groupe de (Z,+).

* Soit G un sous-groupe de (Z,+). Si G = {0}, alors G = 0Z et 0 € N. On suppose maintenant que
G # {0}. L’ensemble E = G NN* est alors une partie non vide (car G est un groupe) de N donc F admet
un minimum noté ng. En particulier, ng € G. Montrons alors que G = nyZ.

— Soit g € npZ. 1l existe alors k € Z tel que g = ngk. Alors g € G (puisque ng € G et car G est un
groupe).
— Soit g € G. D’aprés le théoréme de la division euclidienne, il existe des entiers relatifs g et r tels
que :
g=mnoq+r avec 0<r<ng

Comme ¢ et ng appartiennent & G, on a r € G (puisque G est un groupe). Par ailleurs, 0 < r < ng
donc r ¢ E. On en déduit que r = 0 et donc g € ngZ.

Finalement, on a bien ’égalité G = nyZ. |

IT — Plus grand commun diviseur (PGCD), plus petit commun mul-
tiple (PPCM)
1) Définitions

Soient a,b € Z. Si (a,b) # (0,0), alors Z(a) N Z(b) (ensemble des diviseurs communs & a et a b) est
une partie de N non vide (elle contient 1) et qui est majorée (par max(|al,|b|)). Elle posséde donc un
plus grand élément (qui est supérieur ou égal a 1). Ceci nous permet de définir le PGCD de a et b.
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Définition (PGCD)  Soit a,b € Z.

* Sia # 0oub# 0, on appelle PGCD de a et b, noté a Ab, le plus grand élément (pour la relation
<) de l'ensemble des diviseurs communs et a b, ¢’est-a-dire :

aAb=max(Z(a) N 2(b)) =max{d e N*|d|aectd]|b}

*x Sia=b=0, on pose aNb=0.

Remarques :

* Le PGCD de deux entiers relatifs est donc un entier positif.

* Pour tous a,b € Z, on a a Ab = |a| A |b|.Dans la suite, on pourra donc travailler avec des entiers
naturels.

*x Par définition du PGCD :
Va € Z, aN0=|a

Exemple 2AN3 =1, 2N4=-2et6N8=2

2) Algorithme d’Euclide

Nous allons présenter un algorithme qui permet de calculer facilement le PGCD de deux entiers.

Lemme Soit u = (un)nen une suite décroissante d’entiers naturels. Alors u est stationnaire, i.e. :

AN eN, Vn> N, u, =uyn

Démonstration L’ensemble & = {un ‘ n e N} est une partie de N qui est non vide (elle contient ug). Donc
& posséde un minimum m. On a donc :

* VneN, u, >m;
* il existe N € N tel que m = uy (puisque m € &).

La suite u est décroissante donc pour tout n > N, on a u, < uy. Le premier point ci-dessus nous donne
I'inégalité dans 'autre sens donc, pour tout n > N, on a u,, = uy, ce qu’il fallait démontrer. |

Fixons (a,b) € N x N*. On sait qu’il existe ¢, € N tels que a = bg+r et 0 < ¢ <b.

Proposition (algorithme d’Euclide)  Alors :
P(a)N2(b) =2(b)N2(r)

Par conséquent, a Ab=0bAr.

Démonstration On raisonne par double inclusion.

* Montrons que Z(a) N 2(b) C 2(b) N Z(r). Soit d € P(a) N Z(b). Alors d | bq et d | a donc d | (a — bq),
c’est-a-dire d | r. Par suite, d € Z(b) N Z(r).

* L’inclusion réciproque s’obtient de maniére analogue.

On a donc l'égalité :

2(a) N 2(b) = 2(b) N 2(r)
Les plus grands éléments de Z(a) N Z(b) et 2(b) N Z(r) sont égaux donc a Ab=>bAr. [ |
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Explicitons maintenant ’algorithme d’Euclide « étendu » qui va nous permettre de déterminer, en
pratique, le PGCD de deux entiers. Avec les mémes notations, posons :

*x o= a
*x 1 = b
* On effectue la division euclidienne de rg par r1. Le reste r est noté rs.

* Pour n € N, si r,,41 # 0, alors on fait la division euclidienne de 7, par r,4+1 et on note r,42 le
reste. Si 7,41 = 0, alors on pose rp49 = 0.

Proposition Avec les mémes notations :
* il existe V € N* tel que ry =0;

* a ANb=ry_1 (autrement dit, le PGCD de a et b est le dernier reste non nul dans I’algorithme
d’Euclide étendu) et Z(a) N Z(b) = Z(a AD).

Démonstration * Par construction, la suite (r,,),>1 est décroissante. C’est une suite d’entiers naturels
donc elle est stationnaire d’apreés le lemme ; il existe donc N € N* tel que pour tout n > N, on ait r,, = ry.
Supposons que 7y # 0. Alors ry =1 X ry41 + 0 done ryy2 = 0 (par unicité du reste). Ceci est absurde
car ryy2 = ry # 0. Ceci prouve le premier point.

* D’aprés la proposition précédente, on a :
aANb=rgAT1 =TI AT =---=TN_1 N TN =TN_1
~—
=0

De plus (toujours d’apreés la proposition précédente) :

@(CL) N Q(b) = @(7"0) n @(Tl) = @(Tl) n 9(7’2) =...= Q(T‘Nfl) N 9(7‘]\7) = 9(& A\ b),
——
=7
ce qui termine la démonstration. [ |

Remarque : 'égalité Z(a) N Z(b) = Z(a A b) nous dit que
* tout diviseur commun & a et & b divise a A b
* le PGCD de a et b est aussi le plus grand élément, au sens de la divisibilité, de ’ensemble des
diviseurs positifs communs & a et a b.
Exemple Déterminons le PGCD de 137 et 12. On a successivement :
* 137 =12 x 11+ 5;
* 12=5x2+42;
* b=2x2+4+1;
* 2=1x240.
Donc 137 A 12 =1 (on dit que 137 et 12 sont premiers entre eux).

Proposition ((ka) A (kb))  Soient a,b € Z et k € N*. Alors :

(ka) A (kb) = k(a A D)

Démonstration e Par définition, d divise a et b donc kd divise ka et kb. On en déduit que kd divise
(ka) A (kb), c’est-a-dire kd | 6.
e Comme k divise ka et kb, Uentier k divise (ka) A (kb) = §. Donc il existe ¢ € N tel que 6 = kf. Comme k¢
divise ka et kb, Uentier ¢ divise a et b donc ¢ divise a A b = d. Ainsi, § = k¢ divise kd.
Ainsi, |kd| = |0], c’est-a-dire kd = ¢ puisque les deux entiers sont positifs. [ |

Exemple Ona42A21=3x14)A3x7)=3(14AN7)=3xT7=21.
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3) Relation de Bézout

Proposition (relation et coefficients de Bézout)  Soient a,b € Z. Alors :
Ju,v € Z, au+bv=aAb

Un tel couple (u,v) est appelé un couple de coefficients de Bézout de a et b.

Démonstration On se place d’abord dans le cas ou a,b € N. Démontrons par récurrence (forte) sur b € N
la propriété &, : « pour tout entier a € N, il existe u,v € Z tel que au+bv =a Ab ».

* Pour tout a € N, on a :
ax14+0x0=0=aA0

donc la proposition &, est vraie.

* Soit b € N tel que les propositions &, ..., P, soient vraies. Montrons que A1 est vraie. Soit a € N et
posons d = a A (b+1). On effectue la division euclidienne de a par b+ 1 € N*. 1l existe ¢, € Z tels que :

a={b+Dg+r avec 0<r<b

On sait que d = aA(b+1) = (b+ 1) Ar (algorithme d’Euclide). La proposition &7, est vraie donc il existe
u', v € Z tels que :
(b+1Du' +r' =d

On a donc :
(b+1)u' +(a— (b+1)g)' =d

et donc, en posant u = v’ € Z et v = — qv’ € Z, on a Pégalité au + (b+ 1)v = d. La proposition &1
est donc vraie.

Si maintenant a, b € Z, alors, d’aprés ce qui précéde, il existe u,v € Z tel que :
aNb=|a|A\|b| = |alu+ |bv
Si |a| = —a, i.e. si a <0, alors |alu = a(—u). [ |

Remarque : on utilise l'algorithme d’Euclide étendu pour déterminer un couple de coefficients de
Bézout.

Exemple Déterminons un couple de coefficients de Bézout de 33 et 21. D’aprés I'algorithme d’FEu-
clide, on a :

* 33=21x1+12;

*x 21=12x1+49;

*x 12=9x 1+ 3;

* 9=3x3+0

En « remontant » ces égalités, on obtient :

33A21=3=12-9x1=(33—21)— (21 — 12) = (33 — 21) — (21 — (33 — 21))
=33 x 2+ (—3) x 21

Un couple de coefficients de Bézout est donc (2, —3).

I1I — Entiers premiers entre eux

1) Définition
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Définition Soient a,b € Z. On dit que a et b sont premiers entre eur si a Ab = 1.

Remarque : les entiers a et b sont donc premiers entre eux si leurs seuls diviseurs communs sont —1
et 1.

Exemple * Les entiers 3 et 7 sont premiers entre eux.

* Soit n € Z. Les entiers n et n 4 1 sont premiers entre eux. En effet, en posant d = n A (n + 1),
on a d divise n et d divise n + 1 donc d divise (n + 1) —n = 1. Ainsi, d =1 car d > 0.

2) Théoréme de Bézout

Le théoréme suivant donne un critére de primalité pour deux entiers.

Théoréme (de Bézout)  Soit (a,b) € ZxZ*. Alors a et b sont premiers entre eux si et seulement
s'il existe u,v € Z tels que au + bv = 1.

Démonstration On raisonne par double implication.

* Supposons qu’il existe deux entiers u et v tels que au + bv = 1. Posons d = a A b. Alors d | a et d | b donc
d | (au + bv), c’est-a-dire d | 1. Comme d € N* on a nécessairement d = 1, ce qui prouve que les entiers
a et b sont premiers entre eux.

* La réciproque est une application directe de la relation de Bézout. |
Remarque : pour tout entier relatif n, on a :
(n+1)x14+nx(-1)=1

donc on retrouve le fait que n et n + 1 sont premiers entre eux.

a b
Proposition  Soit (a,b) € Z x Z*. Alors les entiers D et 0 sont premiers entre eux.
a a

a b
t B =
a/\be b

Démonstration Soit (a,b) € ZxZ*. Comme b # 0, on a a Ab € N* donc les entiers o =

sont bien définis. De plus, d’aprés la relation de Bézout, il existe u,v € Z tels que :
aANb=au+bv=aAblau+ Sv) c’est-a-dire tel que au+pBv=1

en simplifiant par a A b # 0. Les entiers « et 8 sont donc premiers entre eux d’aprés le théoréme de Bézout. B

Corollaire (existence de la forme irréductible pour un rationnel) Tout nombre ration-
. . . < q- a . .
nel s’écrit sous forme irréductible, c’est-a-dire sous la forme 3 ou a et b sont des entiers relatifs

premiers entre eux, le nombre b étant non nul.

a .
—, ce que lon peut réécrire r = 4L On

Démonstration Soit r € Q. Il existe (a,b) € Z x Z* tel que r = 2 5

N
>
>

a b
sait que les entiers et sont premiers entre eux. |
aANb aAbd
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Corollaire  Soient a,b,n € Z. SiaAn=bAn =1, alors (ab) An = 1.

Démonstration Supposons que a An = bAn = 1. D’aprés le théoréme de Bézout, il existe u,v,w,z € Z
tels que :
au+nv =1 et bw+nxr=1

En multipliant membre & membre, on obtient :
1 = (au + nv)(bw 4+ nz) = abuw + n(auz + bvw + nvx)

Comme uw, aur + bvw + nvx € Z, le théoréme de Bézout nous dit que ab et n sont premiers entre eux. |

Remarque : par récurrence, on peut montrer que

apAn=1
aaAn=1
Vp € N\ {0,1}, Vai,...,ap,n € Z, . = (a1a2...ap) An=1
apAn=1
3) Lemme de Gauss
Théoréme (lemme de Gauss)  Soient a,b,c € Z. Alors :

(anb=1 et al|bc) = alc

Démonstration Supposons que a Ab = 1 et a | be. D’aprés le théoréme de Bézout, il existe des entiers
relatifs u et v tels que au 4+ bv = 1, ce qui implique acu + bcv = ¢. Comme a divise be, la relation précédente
entraine que a divise c. [ |
Corollaire  Tout nombre rationnel s’écrit de maniére unique sous la forme 3 O (a,b) € Z x N*

etaNb=1.

Démonstration L’existence a déja été établie. Montrons maintenant 1'unicité. Soient (aq,b1), (az,b2) €

a a .
7 x N* tels que a1 Aby =as ANby =1 et b—l = b—g Alors a1bs = asby. Donc by divise asby. Or as A by = 1 donc,
2

d’apreés le lemme de Gauss, on a by | by. En faisant le méme raisonnement avec by, on a aussi by | by. Comme by
et by, on obtient b; = by. Par suite, a; = as d’out I'unicité. |

Corollaire  Soient a,b,n € Z. On suppose que a | n, b | n et que a Ab = 1. Alors ab | n.

Démonstration Comme a divise n, il existe k € Z tel que n = ak. Or b divise n = ak et a Ab =1 donc
(lemme de Gauss) b | k. Ainsi, ab | ak i.e. ab | n. [ |

Exemple  Sin € Z est tel que 3| n et 5|n, alors 15 | n.



Chapitre 13 : Arithmétique des entiers relatifs MPSI Mariette

Application du lemme de Gauss : résolution d’équations diophantiennes
Soient a, b, c € Z avec a et b non nuls. On considére I’équation (dite diophantienne) suivante :

ar +by =c (E)
dont on cherche les solutions (z,y) € Z2.

2% Exercice Résoudre 'équation diophantienne 131x + 28y = 2.

Solution. On note . I'ensemble des solutions de I’équation diophantienne proposée.

*x Commencons par déterminer une solution particuliére de celle-ci en utilisant I’algorithme d’Euclide étendu.
On a :

131 =4 x 28+ 19 puis 28=19+9 et 19=9x2+1
Ainsi, 131 et 28 sont premiers entre eux et :

1=19-2x9=19-2x(28—-19)=3x19—2x28 =3 x (131 —4 x 28) — 2 x 28
=3x 131 — 14 x 28

En multipliant par 2, on a donc 6 x 131 + (—28) x 28 = 2. Ainsi, le couple (xo, yo) = (6, —28) est solution
de I’équation.

* Soit (z,y) € .. On a:
131z 4+ 28y =2 et 13120 4+ 28y = 2

En soustrayant la deuxiéme équation & la premiére, il vient :
131(z — z0) +28(y — y0) =0 soit encore 131(x — xo) = 28(yo — ) (%)

donc 131 divise 28(yo — y). Or 131 A 28 = 1 donc (d’aprés le lemme de Gauss) 131 divise yo — y. Il existe
donc k € Z tel que yo —y = 131k, c’est-a-dire tel que y = yo — 131k. En remplacant dans (x), on obtient :

131(z — xo) = 28 x 131k c’est-a-dire x —xo9 = 28k,
soit encore x = xg + 28k. Ceci démontre I'inclusion :
7 C {(6 + 28k, —28 — 131k) | k € Z}
* Par ailleurs, pour tout k € Z, on a :
131(6 + 28k) + 28(—28 — 131k) = 131 x 6 — 28% =2
donc (6 + 28k, —28 — 131k) € .. Ainsi :

{(6+28k,—28 —131k) |k € Z} C .7

On peut donc conclure que ’ensemble des solutions de I’équation diophantienne proposée est :

7 ={(6+28k,—28 — 131k) |k € Z}

4) Plus petit multiple commun (PPCM)

Soient a,b € Z tels que ab # 0 (i.e. a # 0 et b # 0), alors 'ensemble des multiples strictement positifs
communs & a et & b, i.e. aZZNZNN*, est une partie de N non vide (car elle contient |ab|). Elle posséde
donc un plus petit élément.
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Définition (PPCM)  Soit (a,b) € Z2.

* Siab # 0, on appelle PPCM de a et b, noté a V b, le plus petit élément (pour la relation <) de
I’ensemble des multiples (positifs) de a et b, c’est-a-dire :

a Vb= min(aZ N bZ NN¥)

* Siab =0, alors on pose a Vb= 0.

Remarques :

*x Le PPCM est donc un entier positif.
* Pour tous a,b € Z,onaaVb=lalV|b|

Proposition  Soient a,b € Z tels que a Ab=1. Alors a V b = |ab|.

Démonstration Soient a,b € Z tels que a A b = 1.

* On sait que a V b est le plus petit multiple commun positif & a et & b et que |ab| en est un. On a donc
aVb< |abl.

* Par ailleurs a | aVbet b|aVb Comme aAb=1,on a aussi ab|aVb. Ceci implique que |ab] < a V b.

On a donc bien I’égalité annoncée. |

Proposition (relation entre PGCD et PPCM)  Pour tous a,b € Z, on a :

|ab] = (a AD)(a V b)

Démonstration L’égalité est claire si a ou b est nul (dans ce cas ab = 0 et a Vb = 0). Supposons que

a b
a,b € N*. Les entiers a« = —— et § = 7 sont bien définis et sont premiers entre eux et on a, en posant
a a
d = a A b, les égalités a = ad et b = Bd. Posons encore m = a V b. On veut montrer que m = daj.

* Onad|aetal|m donc, par transitivité de la relation |, on a d | m. Il existe donc = € N tel que m = dz.
Comme a = ad | dz, on a aussi « | . De méme, 8 divise . Or « et 8 sont premiers entre eux donc af3
divise z. Ainsi, daf divise m. En particulier, daf < m.

* Réciproquement, daff = aff = ba est un multiple de a et de b. Par définition du PPCM, on a m < d|af|.

On a donc démontré 1’égalité a V b = daf. Ainsi :
(aVbd)(aAb)=daf| xd=|ab|

Sia,b € Z, alors :
(aVb)(anb)=(la| v [b])(Ja| A [B]) = |lal [b]] = |ab]

La proposition est donc démontrée. |

5) Généralisation du PGCD a plusieurs entiers
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Chapitre 13 : Arithmétique des entiers relatifs MPSI Mariette

Définition  Soient n € N\ {0,1} et ay,...,a, € Z.
*x Sia; =---=a, =0, alors on pose a1 A--- Aa, =0.

* Si I'un des entiers az, ..., a, est non nul, alors on pose :
ap A+ Aap =max(Z(ar) N---NPD(ay))

On dit que les entiers aq,...,a, sont premiers entre eux dans leur ensemble si a1 A --- N a, = 1.

Exemple * 2AN4AN6 =2
* 2AN4N=-3=1

Remarque : si les entiers ay, ..., a, sont deux a deux premiers entre eux, alors ils sont premiers entre
eux dans leur ensemble (et la réciproque est fausse).

Exemple 2A4A5=1et2AN4#1

Proposition (relation de Bézout)  Soient n € N\{0,1} et aj,...,a, € Z. Il existe uy, ..., un €
7 tels que :

n
E U;ja; =ayr N+ N\Nap
=1

Démonstration On utilise un raisonnement par récurrence. Pour tout entier n > 2, on considére la propo-
n
sition &, : « pour tout (ay,...,a,) € Z", il existe (uy,...,u,) € Z" tel que Zuiai =a1 A---ANay ».
i=1
* La proposition &5 est vraie d’aprés la relation de Bézout.

* Soit n € N\ {0, 1} tel que &, soit vraie et soit (a1, ..., an,an+1) € Z"T1. Remarquons que :
N ANag ANapyr = (@1 A ANag) Aapyr
D’aprés la relation de Bézout, il existe (u,u, 1) € Z2 tel que :
(a1 A ANap)u+ apy1tntr = a1 A Aap A Gpyt

On applique ensuite 'hypothése de récurrence a la famille (ay,...,a,). Il existe (u1,...,u,) € Z" tel
que :

n
E Uiy = a1 N\ -+ N\ ap
i=1

On a alors :

n
E UUA; + Gpp1Upt1 = @1 N - Ny A pga
i=1
La proposition &, est donc vraie. |

IV — Nombres premiers

Dans ce paragraphe, nous ne considérerons que des entiers naturels.

1) Définition
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Chapitre 13 : Arithmétique des entiers relatifs MPSI Mariette

Définition Un entier p € N est appelé un nombre premier s’il est différent de 1 et si ses seuls
diviseurs positifs sont 1 et p i.e. si :

p=22 et Z(p)={l,p}

Un entier qui n’est pas premier est dit composé.

Exemple 1 n’est pas premier, 2,3,5 et 13 sont premiers, 24 ne 'est pas.

Dans la suite, on note & ’ensemble des nombres premiers.

Le crible d’Eratosthéne permet de construire une table des premiers nombres premiers. Il s’agit de
supprimer de la table des entiers tous les multiples d’un entier. En supprimant tous ces multiples, il
ne restera que les entiers qui ne sont multiples d’aucun entier supérieur ou égal a 2, et qui sont donc
les nombres premiers.

2) Premiéres propriétés

Proposition * Deux nombres premiers distincts sont premiers entre eux.
* Soient p € & et a,b € Z. Si p divise ab, alors p divise a ou p divise b.
* Tout entier naturel supérieur ou égal a 2 admet au moins un diviseur premier.

* L’ensemble & des nombres premiers est infini.

Démonstration * Si p et g sont deux nombres premiers distincts, alors :
Z2(p)N2(q) NN* ={1,pt N {l,q} =1

* Par I’absurde, supposons que p ne divise ni @ ni b. Alors aAp = 1 et bAp = 1. On sait alors que abAp = 1.

* Soit n € N\ {0,1}. L’ensemble Z(n) N (N\ {0,1}) est une partie de N non vide puisqu’elle contient n.
Son plus petit élément p est un entier supérieur ou égal & 2. Si p n’est pas un nombre premier, alors il
existe k € [2,p — 1] tel que k | p. Mais alors k | n et donc, par minimalité de p, on a k > p, ce qui est
absurde. Donc p € Z.

* Raisonnons par I’absurde. Supposons qu'il existe un nombre fini n € N* de nombres premiers que 'on
note p1,...,p,. Posons alors :

n
P=1+ H i
i=1
Alors P est un entier supérieur ou égal a 2 donc il admet un diviseur premier (d’aprés le point précédent).

n
11 existe donc ig € [1,n] tel que p;, | P. Or on a aussi p;, | H p; donc p;, | 1, ce qui est absurde. Ainsi,

i=1
& est infini. ]

Remarque : plus généralement, on peut montrer par récurrence que :

vn € N\ {0,1}, Vp € &, Vay,...,an €Z, plai...a, = (ke [l,n], p|ax)

3) Décomposition en produit de facteurs premiers
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Chapitre 13 : Arithmétique des entiers relatifs MPSI Mariette

Théoréme (fondamental de 'arithmétique)  Soit n € N\ {0,1}. Il existe un unique entier
r € N* un unique (p1,...,p,) € &" vérifiant p; < -+ < p, et un unique (ay,...,q,) € (N*)" tels
que :

T
o=ITo
=1

Démonstration * Existence : on utilise une récurrence (forte). Pour tout entier n supérieur ou égal
a 2, on considére la proposition &, : « tout entier compris entre 2 et n admet une décomposition en
produit de facteurs premiers ».

— La proposition &5 est vraie car 2 est un nombre premier.

— Soit n € N\ {0, 1} tel que s, ..., &, soient vraies. Montrons alors que n + 1 admet une décompo-
sition en produit de facteurs premiers. C’est évident si n + 1 est premier. Sinon, on sait qu’il admet
un diviseur premier p € [2,n]. I existe alors ¢ € N* tel que n + 1 = pg. Comme p € [2,n], on a
2 < g < n. On peut donc appliquer ’hypothése de récurrence & l’entier ¢, d’ou le résultat pour n+1.

* Unicité : supposons que 'on dispose de deux décompositions de n. Quitte a rajouter des exposants «;
ou f; égaux a 0, ceci peut s’écrire :
T T
n= H pt = H Dy (les p; étant deux & deux distincts)
i=1 i=1

Supposons qu’il existe un entier k& € [1,7] pour lequel oy # Bi. Par exemple, on peut supposer que

ap < Br. On a alors :
H p?i :pik—ak H pii

1<ir 1<ir
i£k i£k
Ainsi, py, divise H p;* ce qui est impossible car pour tout les nombres premiers p1, . .., Dk—1, Pk+1, - - - » Pr
1<i<r
i#k
sont tous distincts de py (voir la derniére remarque). |

Exemple 12=22x3,15=3x5,32=2°

4) Valuation p-adique

Soient n € N* et p € . L’ensemble {k eN ‘ k| n} est une partie de N non vide (il contient 0 puisque
1] n) et il est majoré (par In(n)/In(p)) donc il admet un maximum.

Définition (valuation p-adique) Soient n € N* et p € . On appelle valuation p-adique de n
I’entier :
vp(n) = max {k € N‘pk |n}

Exemple  v5(250) =3, v3(8) =0
Remarques :

* Ainsi, vy(n) est la plus grande puissance de p qui divise n.

*x D’aprés le théoréme fondamental de 'arithmétique, on a 1’égalité suivante :

Vn € N\ {0, 1}, n= H pvr(m)
peEP

le produit étant fini car seul un nombre fini de valuation p-adiques sont non nulles (ainsi, seul un
nombre fini de facteurs dans le produit sont différents de 1).

13



Chapitre 13 : Arithmétique des entiers relatifs MPSI Mariette

* Cette égalité est vraie aussi pour n = 1 (toutes les valuations p-adiques sont nulles).

Proposition (propriétés de la valuation p-adique) Soient a,b € N* Alors :
* pour tout p € &, on a vp(ab) = vy(a) + vy(b);
* a|lb <= (Vpe P, vp(a) <vp(b));

* aANb= H pmin(vp(a)’”p(b)) :

peES
* aVb= H pmax(vp(a,),vp(b)).
peES
Démonstration * D’aprés le théoréme fondamental de ’arithmétique, on a :

ab = H pvp(a) H pvp(b) = H pvp(a)+vp(b)

PESP pEP peEP

D’autre part, on a ab = H p?»(@®) Par unicité de la décomposition en produit de facteurs premiers de

peEP
ab, on a :

Vp e 2, vp(ab) = vp(a) + vp(b)
* On raisonne par double implication.

On suppose que a | b. Soit p € 2. Alors p”»(?) | a donc (par transitivité de la relation |) on a aussi
p¥»(@) | b donc, par définition de la valuation p-adique de b, on a v,(a) < v,(b).

* Soit pe &. OnaaAb|adoncv,(aAbd) < vy(a). De méme, v,(a Ab) < vp(a). On en déduit que :
vp(a A B) < min(uy(a), vy(5)

De plus, par définition de v,(a) et v,(b), on a p™n(¥»(2):v»() divise a et b donc divise a A b. Par définition
de vp(a AD), on a donc min(v,(a),v,(b)) < vp(a Ab). Ainsi, vy(a A b) = min(vy,(a), v,(D)).

x La démonstration est analogue. |

v Exercice Déterminer le PGCD et le PPCM de 124 et de 342.

V — Congruences

Dans tout ce paragraphe, n désigne un entier naturel. On rappelle que :

Ya,b € Z, a=bin| < Ik€Z, a=b+kn

1) Opérations sur les congruences

Proposition La relation de congruence modulo n est compatible avec I'addition et la multipli-
cation. Autrement dit, pour tous a,b,c,d € Z, on a :

( [njetc=d[n])) = a+c=b+d [n]
( [n] et ¢ =d [n]) = ac = bd [n]

*
x a=bn] = (Vke€N, d* =0k [n])

* (a=b
b

a =

14



Chapitre 13 : Arithmétique des entiers relatifs MPSI Mariette

Démonstration Soient a, b, c,d € Z tels que a = b [n] et ¢ = d [n]. Alors il existe des entiers relatifs k et ¢

tels que :
a=b+kn et c=d+{n

Ainsi :
at+c=b+d+(k+Ln=>b+d [n]
et :
ac = (b+ kn)(d + €n) = bd + n(bl + dk + kén) = bd [n],
ce qu’il fallait démontrer.

* Il s’agit de faire une récurrence & partir du point précédent. |

™D Exercice 1. Montrer que :
VneN, 5[346"

2. Calculer le reste dans la division euclidienne de z = 2435 par 3.

Solution. On a :
T = (23)35335 — 2105335

Or 2 = -3 [5] donc 219 = —3105 [5]. Par conséquent, z = —30 [5]. Or 3140 = 970 et 9 = —1 [5] donc 97° = 1 [5].
Finalement, z = —1 = 4 [5] donc le reste cherché vaut 4.

Définition (inverse modulo n) Soit @ € Z. On dit que a est inversible modulo n §’il existe
b € Z tel que ab=1 [n].

On dispose du résultat suivant :

Proposition Soit a € Z.
x Alors a est inversible modulo n si et seulement si a An = 1.

* Si a est inversible modulo n, alors il existe un unique entier k € [1,n — 1] tel que ak = 1[n].

Démonstration Soit a € Z.

*x On a:
a est inversible modulon <= Ib,v € Z, ab=nv+1 < aAn=1

d’aprés le théoréme de Bézout.

* Sik, £ € [1,n — 1] sont tels que ak = 1 [n] et al = 1 [n], alors on a ak = af [n] (par transitivité de la
relation de congruence). On en déduit que n divise a(k —£). Or n Aa =1 (d’apreés le premier point) donc
n | k— ¢ Mais |k — ¢| < n donc k = ¢, ce qu’il fallait démontrer. |

Exemple  On veut résoudre I’équation modulaire 5z = 2 [3]. On remarque que 5 x 2 = 1 [3] donc
5 est inversible modulo 3 et :

Vo € Z, 5r=2[3] < 2x (hr)=2x2[3] <= z=4=1 [3]
L’ensemble des solutions cherché est donc :

S ={3k+1|keZ}

2) Le petit théoréme de Fermat
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Chapitre 13 : Arithmétique des entiers relatifs MPSI Mariette

Lemme  Soient p € & et a,b € Z. Alors :

* VEe[l,p—1],p]| (Z);

* (a+b)P =aP + b [p].

Démonstration Soient p € & et a,b € Z.
(¢) Soit k € [1,p — 1]. Alors :

P\ _ (p-—1
() =)
Donc p | k‘(Z) et comme 1 < k< p—1,onapAk=1 (puisque p est premier). Donc (lemme de Gauss)

(o)

(#1) D’apres la formule du bindme de Newton :

P p—1
@iy =3 (ot v (v
k=1

k=0

d’ott le résultat en utilisant le premier point. |

Théoréme (petit théoréme de Fermat) Soit p un nombre premier. Alors :
Va € Z, a? = a [p]

et :
Va € Z\ (pZ), a’ ' =1 [p|

Démonstration On raisonne par récurrence sur ’entier a. Commengons par traiter le cas a positif. L’égalité
est claire si a = 0. Supposons la relation de congruence vraie au rang a € N. Alors (d’aprés le lemme) :

(a+1)=a?+1P=a+1 [p]

en utilisant ’hypothése de récurrence. On en déduit le résultat pour a < 0 par imparité si p est impair. Si p = 2,
alors tout entier est congru a 0 ou 1 modulo 2 et le résultat est évident. Soit maintenant a € Z \ (pZ). On sait
que p divise a? —a = a(a?~! — 1). Comme p A a = 1 (puisque a ¢ pZ), on conclut du lemme de Gauss que
plaP~t —1. [ ]
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