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CONCOURS BLANC

un corrigé

Exercice.

1. On a:

Q=X*(X?-2X)—(X?—2X)= (X’ -1)(X*-2X) =X(X - 1)(X +1)(X —2)

Ceci est bien la factorisation de @ en produit de facteurs irréductibles de R[X] car tout polynéme de degré 1 est
irréductible sur R.

2. Comme deg(X” +5X — 2) < deg(Q), on a E(F) = Og(x] et il existe a,b,c,d € R tels que :

Fooyp by d
X O X-1 X+1 X-2
et on sait que :
a® + 5z — 2 x? + 5z — 2
= lim zF(z) = li =-1, b=1lim(z—1)F(z)=lim —— = _—_9
a=limeP(@) =l o e T @ —2) ’ lim (= DF@) = lim e =9
et :
. . 2 + 5z — 2 . . 2 + 5z —2
e=tim e+ DF@ = lim o=y — b 4TI DF@ = ey 2

La décomposition en éléments simples demandée est donc :

1.2 2
TX+1 X T X-2 X-1

3. (a) Soit N € N\{0,1,2}. D’apreés la question 2., on a :

car les sommes obtenues sont télescopiques. On a donc bien :

5 1 >
N 1,2 _5, 1 _
N ENV0.L2 Sy =at g TN

(b) Comme 0, on peut conclure que :

—_
N=*t1l N—o+oco

5
la suite (Snv)n>3 est convergente de limite 3

Probléme 1 (fonction T).
I — Questions préliminaires

1. Les inégalités sont les suivantes :

|(Vx€]71,+oo[, In(1+z) <) et (Vz e R, ez>1+x)|




2. (a) Soit k€ N\ {0,1}. On a:

1 1 _k=(k-1)_ 1 >0
E(k—1) k2 E2(k—-1)  k2(k—-1)7
Ainsi :
VEeN\{0,1}, L<_1 _
b E2 S k(k—1)

(b) Soit n € N\ {0,1}. L’inégalité précédente nous donne :

"1 "1 " 1
kzﬁ:1+zﬁ<1+zik(k—l)
=1 k=2 k=2

Ceci démontre que :
"1
vn € N\ {0,1}, Zﬁ <2
k=1
et on remarque que l'inégalité reste valable pour n = 1 (la somme vaut 1 dans ce cas). Ainsi, la suite

1
(Z I#) est majorée (par 2). Celle-ci est de plus croissante car :
= >1

n+1 n 1
Vn eN* — = >
ne N, Zk n—|—12 20

Le théoréme de la limite monotone nous permet de conclure que :

n
1
la suite (Z k:2> est convergente
k=1

n>1

ln<1—|—1> :—IH(L> =—1In (1—*)
D p+1 p+1

et on sait (d’apres I'inégalité de concavité du logarithme) que :

3. (a) Pour tout p € N*, on a

donc :
Vp € N* ln(14r7)>L
p , /p-i-l
b) Pour tout n € N*, on pose u,, = l—ln
k
k=1

* Etudions la monotonie de la suite u = (un)n>1. Pour tout n € N*, on a :

n+1 1 n 1
Untl — Un = < 5 In(n + 1)) ( 5 In(n ))
k=1 k=1

1

=i (In(n+1) — In(n))

1 1
= —In(1+—
n+1 n( +n)

<0

d’apreés I'inégalité précédemment démontrée. La suite u est donc décroissante.



* Montrons maintenant que la suite u est minorée. Soit n € N*. D’aprés I'inégalité de concavité de la
fonction In, on sait que :

vk € [1,n], %EIn(lJr%)

donc :

La suite u est donc minorée (par 0).

Le théoréme de la limite monotone nous permet de conclure que :

| la suite u est Convergentel

2
4. La fonction f:t+——In(1+1¢) —t+ 5 est dérivable sur Ry et :

1 I—(1+t)+t(1+1)
VteR "(t) = —14t=
2
T 14t
=0
On en déduit que f est croissante sur Ry.
x 0 +00
f
0

Par conséquent, f est minorée par f(0) = 0 sur Ry, c’est-a-dire :

2
Vt Ry, ln(l-i—t)—t—i—%}O,

soit encore :

t2
VERy,  I(l41)>t-

IT — Vers la fonction T"

s * * 1 P
5. (a) Soient z € R} et n € N*. Comme 1+ — > 0, on peut écrire que :
n

<1 + l)m _ ezln (1+%)
n

vVt € R, et >1+1t

(1—&-1) >1+mln<1+l)
n n

La question 3.(a) nous donne I'inégalité :

On sait que :

donc :

donc, en multipliant par x > 0, il vient :




Finalement, on a bien :

1\° x
Vn € N* 1+=-) >1

Soit € R%. La suite (Yn(x))n>1 est & valeurs strictement positives donc celle-ci est croissante si et seulement
si:

wnen, ma@ oy
Yu (@)
Soit n € N*. On a :
s (2) (n+1)%(n+1)! (@ +1)- (@ +n)
= X
Yn () zx+1)---(z+n)(z+n+1) nen!

_(n+1 Y on+1
o n r+n+1
1\ n+1
14 = _or-
( +n) r+n+1

D’aprés la question précédente :
1\* x
14— >14+ —
(142) z1+ 5

x
(1+1) >x+n—|—1
n

c’est-a-dire :

n+1
L n+1 S .
En multipliant par ——— > 0 dans cette derniére inégalité, on obtient :
r+n+1
’}/n+1($) 2 1
Yn ()

Finalement :

|la suite (yn(z))n>1 est croissantel

Soient z € R} et n € N*. On a :

(@) = o ()

n

= In(n") + In(n!) — Z In(z + k)

k=1

=zln(n) + Z In(k) — Z In(z + k)
k=1 k=1

=zln(n) — Z (In(z + k) — In(k))

k=1

Ainsi, on a bien :

Vn € N*, In(zv,(x)) = zIn(n) — Z In (1 + %)
k=1

Soient € R} et n € N*. On reprend le résultat obtenu a la question précédente :

In(zyn(z)) = = (ln(n) - i ]1) + i [% —1In (1 + %)]

k=

p
On a démontré a la question 3.(b) que la suite ( = — 1n(p)> est minorée par 0 donc :
k=1 p>1

D’autre part, on sait d’apreés la question 4. que :

T T T
Vee[l,n], <-1 (1 7) <X
eltnl,  Z-Wm{1+7)<gg
donc, en sommant les inégalités,
n 2 n
T T T 1
T RES o
[k A 2 L k2
k=1 k=1
<’



P
. . 1 . .
car on a montré a la question 2.(b) que la suite ( E k?> est majorée par 2. Finalement :
k=1 p>1

Vn € N, In(zy, (2)) < 2°

En composant avec la fonction exponentielle (qui est croissante sur R) puis en divisant par z > 0, on obtient
2
x

. . e . . .
que la suite (yn(x))n>1 est majorée par —. Comme cette suite est de plus croissante d’aprés la question
x

5.(b), le théoréme de la limite monotone nous permet de conclure que :

| la suite (yn(z))n>1 est convergente |

7. Soit z € R}. On sait que la suite (5 (2))n>1 est croissante donc sa limite I'(z) est telle que :

c’est-a-dire :

Ainsi :

|V:ceR1, F(:r)>0|

8. Pour tout n € N*, on a :

(1) = nxn! _on 1
T x (1) o+l 141
donc :
T = lim_qa(1) =1
9. Soit € R%.. Pour tout n € N*, on a :
n®Tin!
n(x+1)=
LS el oy Foarag) SOy praragey prorapegrg
_ T ‘X nn!
z+n+1 z(x+1)---(z+n)
e X — X ya(2)
- n+x+1 b
1
:zx@x%(x)
Or lim ———— = 1 dongc, en faisant tendre n vers +oo dans cette égalité, on obtient bien par définition de

n—+oo 1 4 ITH
T(z+1) et I'(x):

VreRL, Da+1)=al(s)]

10. (a) Soit n € N*. Posons f, = Inoy,. Il s’agit de montrer que la fonction f, est convexe sur R}. D’aprés la
question 3.(a), on a :

fn(z) =xIn(n) — In(z) — i In (1 + %)
k=1

La fonction f, est deux fois dérivable sur R} comme somme de fonctions qui le sont et, pour tout z € R,
on a:

n

puis :
" IR 1
TEEETS pest sy

On en déduit que f, est convexe sur R} . Autrement dit :

| la fonction In o7y, est convexe sur R} |

(b) On veut montrer que :
Vz,y € RY, VA €0,1], In(C(Az + (1 = N)y)) < Aln(T(x)) + (1 — ) In(T(y))
Soient z,y € R} et A € [0,1]. Pour tout n € N*, la fonction 7, est log-convexe sur R} donc :

VneN', In(y(Az + (1 - Ny)) < An(ya (@) + (1 - A In(3a (y)) (+)



On sait que :
vVt € RY, I(t) = ngrfoo Yn(t)

et la fonction In est continue sur R’ , donc on obtient en faisant tendre n vers +co dans (x) :
(T + (1= \)y) < An(C(z)) + (1 - 3 In(T(y))

Finalement :

| la fonction In oI est convexe sur R} |

(c) Soient A\ € [0,1] et z,y € R’ . D’aprés la question précédente, on a :

(T + (1= A)y)) < AIn(D(@)) + (1 - A) In(T(y))

On sait également que la fonction In est concave sur R} donc :
An(T(@)) + (1 — A In(D(y)) < In (AT(@) + (1 — V()
Les deux inégalités précédentes fournissent donc :
In(T'(Az + (1 = A)y)) <In (AL(z) + (1 = NI(y))
En composant par la fonction exponentielle qui est croissante sur R, on obtient :
T + (1 \)y) < AT(@) + (1 - A)(y)

Ainsi :

|1a fonction I' est convexe sur R} |

Probléme 2 (diagonalisation d’une matrice).

I — Calcul des puissances de A

1. Premiére méthode

-1 0 -2
(a OnaJ=| 1 1 1 | puisJ?=J. Par une récurrence immédiate, on a donc :
1 0 2

Vn € N*, JV=J (et JO=1I3)

En effet, I’égalité est claire si n = 1 et si on I'égalité J" = J pour un entier n € N*| alors :
JH =gt =JI=0=J

(b) D’apres la formule du bindéme de Newton, on a :

(¢) Soit n € N. On a :

A=4J - 3Is

Les matrices 4J et —3I3 commutent car —3[3 est une matrice scalaire. D’aprés la formule du bindéme de
Newton, on a :

n _ - n\ k sk n—k __ =

AT =3 <k>4 JF(=313) _Z

(Z) 4F(=3)" R T = (=3)" I3+
k=0 k=0

———
k=0

car on sait que J* = J si k > 1. Finalement :

|Vn eN, A" =aJ + (-3)"I3 (donc Bn = (—3)™ convient) |

(d) Soitn € N.On a:

-1 0 -2 1.0 0
A=(1-(=3" 1 1 1 ]+¢=3"[0o 1 0
1 0 2 00 1

c’est-a-dire :

—142(=3)" 0 —242(=3)"
1—(=3)" 1= (=3)"
1-(=3)" 0 2-(-3)"

A n

[y




2. Deuxiéme méthode

X T X T
(a) Soient [ Y | € 45,1 (R). On résout ’équation P [y | = | Y | d’inconnue [y | € #51(R) :
Z z Z z
T X —2x + 2z = X I
Ply|l=|Y ]| r + vy =Y Ly
z Z T — 2z = Z Ls
—2x + z = X L1
< 2y + 2z = X+2Y Lo+ 2Ls+14
— 2z = X427 L3+ 2L3+1L4
r = -X-7Z
— y = X+4+Y+Z
z = =-X-2Z
T -1 0 -1 X
= |yl=(1 1 1 Y
z -1 0 -2 7
Ainsi :
-1 0 -1
P est inversible d’inverse P~! = 1 1 1
-1 0 -2

(b) 11 suffit de faire le calcul.
(c) On utilise un raisonnement par récurrence.
* Ona PD°P ! = PI3P~! = PP ! = I; = A® donc ’égalité est vraie pour n = 0.
* Soit n € N. On suppose que A™ = PD"P~!. D’aprés la question précédente, on a A = PDP~!. Ainsi :
A" = A"A = (PD"P ')(PDP ) (par hypothése de récurrence)
=pDp"P 'PDP™! (par associativité du produit matriciel)
_ PDn+lP71
car P7'P = I5. L’égalité est donc vraie au rang n + 1.

Par principe de récurrence simple, on peut donc conclure que :

WneN, A" =PD"P!|

(d) La matrice D étant diagonale, on a :

(-3)"
Vn €N, D" = 0
0

oS = O
=)

IT — Commutant d’une matrice, propriétés générales

3. On a clairement €' (M) C A, (K).
* La matrice nulle 0, appartient & ¢ (M) car M0, = 0,, et 0,M = 0,. Ainsi, (M) est non vide.
* Soient X, Y € €(M). En utilisant la bilinéarité du produit matriciel, on a :

M(X+Y)=MX+MY =XM+YM  (car X,Y € €(M))
= (X +Y)M,

a nouveau par bilinéarité du produit matriciel. Ainsi, X +Y € € (M).
* Soit X € €(M). Par bilinéarité du produit matriciel, et puisque X € € (M),

(-X)M = -XM=-MX = M(—X)

donc —X € € (M).

Finalement :

|<€(M) est un sous-groupe de (#,(K),+) |




4. Soit N € (M) N GL,(K). Alors MN = NM. La matrice N est inversible donc, en multipliant a gauche et a
droite par N~! dans cette égalité, on obtient :

N 'Y MN)N'=N"YNM)N~'  Cest-a-dire =~ N 'MI,=I,MN"

par associativité du produit matriciel. Donc N™*M = MN™!, ce qui signifie que N~ € ¥(M). Finalement :

VN € €¢(N), N eGL,(K) = N 'e%(M)

ITIT — Calcul du commutant de A

5. Soit M € .#3(R). On sait que A = PDP~'. Alors (on utilise encore I’associativité du produit matriciel) :

M e €(A) < MA=AM <= MPDP '=PDP 'M
< P 'MPDP'P=P 'PDP'MP
< (P"'MP)D=D(P 'MP) (car P"'P=15)
< P 'MPe¥%(D)

Ainsi :
VM € #5(R), M e 6(A) < P 'MP e ¥%(D)
a b ¢
6. Soit N=[|d e f| €.#5R). Alors:
g h 1
-3 0 0 a b ¢ a b ¢ -3 0 0
N e€e¥(D) < DN =ND <— 0 1 0 d e fl=|d e f 0 1 0
0 0 1) \g h i g h i 0 0 1
—3a —-3b -3¢ —3a b ¢
= d e fl=1-3 e f
g h ) -39 h 1

Cette égalité matricielle est équivalente & la donnée des quatre égalités :
—3b=b et —3c=c et —3d=d et —3g=uyg,

qui sont encore équivalentes & b =c =d = g = 0. On en déduit que :

a 0 O
%(D)_{ O € f a7e’f7h7i€R}7
0 h 3
ce qu’il fallait démontrer.
7. Soit M € #5(R). D’aprés les questions 5. et 6., on a :
a 0 O
M e €(A) < 3Ja,b,c,decR, P'MP=(0 b c
0 d e
a 0 0
< Ja,b,e,decR, M=P[0 b c¢| P!
0 d e

< 3Ja,b,c,de € R, M = aPEy 1P~ 4+ bPEysP ' 4+ ¢PE>3P ' + dPE3 2P ' 4+ ePE3 3P "

par bilinéarité du produit matriciel et en notant E; ; la matrice élémentaire (carrée d’ordre 3) dont le coefficient
en ligne 7 et colonne j vaut 1 (et les autres sont nuls). En posant finalement :

X, =PE 1 P™', Xo=PE;2P ", X3=PE:3P ', X,=PFE;2P "' et Xs=PFE33P ',

on a bien 'égalité :

a1, Qz2, a3, 4, Qs GR}




