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CONCOURS BLANC

un corrigé

Exercice.

1. Soient z,y € R et A € [0,1]. Comme f est log-convexe sur R, on a :

In(f(Az + (1 = A)y) < An(f(2)) + (1 = A) In(f(y))

Or la fonction In est concave sur R% donc :

Aln(f(2)) + (1 = A) In(f(y)) < mAf(z) + (1 =N f(y))

Par transitivité de la relation <, on obtient :

In(f(Az + (1 = A)y) < In(Af(x) + (1= A f(y))

Par croissance de la fonction exponentielle sur R, il vient :
FOz+ (1 =Ny) <Af(2) + (1 =N f(y)

Ainsi :

la fonction f est convexe sur R”

2. Soit x € RY.. Démontrons les deux propriétés par récurrence (simultanément).
* On a f(1) =1 (propriété (i)) et 0! = 1. De plus, d’apreés (it), on a :

0

fla+1)=af(z) = f(z) [Tz + k)

k=0
Les deux égalités sont donc vraies au rang n = 1.
* Soit n € N*. On suppose que :
n—1
f)=m-1! et fle+n)=f) [J@+k)
k=0

Alors (en utilisant (#4)) :

fn+1)=nf(n)=n(n—-1)!=n! et fa+n+1)=(x+n)f(z+n)

Les égalités sont donc vraies au rang n + 1.

Par principe de récurrence simple, on peut conclure que :

n—1
(VneN*, f(n)=(n—-1)1 et (V;veRi, Vn € N*, f(x—l—n)zf(x)H(x—&-k))

k=0

3. Soit z €]0,1].



(a) Soit n € N\ {0,1}. Comme z €]0,1],onan—1<n <n+z < n+ 1. La convexité de la fonction
Inof sur R% et les inégalités des pentes permettent d’écrire que :

In(f(n)) —In(f(n = 1)) _ W(f(n+2)) —In(f(n)) _ Wn(f(n+1))—In(f(n))
n—(n—1) = (n+z)—n = (n+1)—n

Autrement dit :

< n(fn +2)) — In(f(n))

T

VYn € N\ {0,1}, In(f(n)) —In(f(n —1))

<In(f(n+1)) —In(f(n))

(b) Soit n € N\ {0,1}. On sait que f(n+1) =n!, f(n)=mn—-1)!et f(n—1)=(n—2)! donc :

(n—1)!

MUWD—mUW—1D=m<mf2ﬂ

) =In(n—1) et In(f(n+1)) —In(f(n)) = In(n)

Les inégalités obtenues a la question précédente se réécrivent donc (en multipliant par = > 0) :
zln(n —1) <In(f(n+x)) —In((n —1)!) < zIn(n),

o I ((n—1)"(n — 1)) < In(f(n+2)) < In(n*(n — 1))

La croissance de la fonction exponentielle sur R permet de conclure que :

Vn e N\ {0,1}, m=1)*n—-D!'< f(n+z)<n"(n—1)!

n—1
(¢) Soit n € N\ {0,1}. D’aprés les questions 2. et 3.(b), on obtient en divisant par H (x+k)>0:
k=0
— 1)%(n — | T(n — |
(n n,ll) (n—1)! < f(2) < :,En !
Il (z + k) Il (z + k)
k=0 k=0

L’inégalité de droite ci-dessus est précisément la majoration de f(z) souhaitée. Par ailleurs :

W\ w1l a1
f(a;) (’I’L— 1> > (TL— 1)m X nﬁl T on—1

kzogp*_k) kzo(x—kk)

Finalement :

weN\ 01}, (o) < ol < ) ()
(x + k)
k=0
On a

() - ()
n—1 ]'_E n——+0o00o

par continuité de la fonction ¢t — ” en 1 (cette fonction est continue sur R*) et d’aprés la ca-
ractérisation séquentielle de la continuité. Le théoréme des gendarmes et les inégalités précédentes
permettent de conclure que :

f@) = lim = D!
kl;lo(erk)




Probléme (formule de Stirling).

Partie A : Préliminaires

1. Ona:

jus

2 T
JO:/O tat=Z et |a= [—cm(t)}

=1

SERNTE

Par ailleurs, la formule de duplication du cosinus nous donne :

31— cos(2t) t  sin(2t) 2 ,
Jo= [ 2 g L e | =
R T

T
4

2. (a) Soit n € N. La fonction ¢t — sin(¢)" est continue et positive sur le segment [0, g} Par positivité de

I’intégrale, on a :

us

2
Vn € N, Jn = / sin(t)™ dt > 0
0

(b) Soit n € N. Par linéarité de I'intégrale, on a :

Jng1 — JIn = /05 (sin(t)" ™' —sin(t)") dt = /05 sin(t)"™ (sin(¢) — 1) dt

Pour tout ¢ € [0, g}, on a sin(t) < 1 et sin(¢)™ > 0 donc sin(t)™(sin(t) — 1) < 0. Par positivité de
I'intégrale, il vient :

|vneN, Jn+1—Jn<o|

(¢) Soit n € N. On effectue le changement de variable indiqué dans l'intégrale I,

0 n 0
I, = [T coS (g — u) x (=1)du = —/ sin(u)" du (formule de symétrie)
2

:/0 sin(u)" du

VneN, I,=J,
I |

3

NI

Autrement dit :

Partie B : Obtention d’une relation de récurrence
3. Soit n € N. Posons :
u'(t) = cos(t) v(t) = cos(t)" !

u(t) = sin(t) v'(t) = —(n+ 1) sin(t) cos(t)"

Comme u,v € ¢! ([0, g} ) on a par intégration par parties :

Ihyo = /0 cos(t) cos(t)" 1 dt = [sin(t) Cos(t)”H}O2 7/0 — (n+ 1) sin(t)? cos(t)"™ dt

=0
s

= (n+ 1)/02 (1 — cos(t)?) cos(t)™ dt

= 1) [ oo — con(?)

— (4 1) </0’; cos(t)" di — /Og cos(t)"+2 dt)

=n+1)Iy, — Int2)

On en déduit que Lyyo +(n+ 1)1y = (n+ 1)1, i.e. (n+2)]42 = (n+1)I,. En divisant par n+ 2 # 0,
on a bien :

1
n-i—I

VTLEN, In+2:n+2n




4. On procéde par récurrence.

T
*Onsaitque[onQZEetona:

(2x0)!
40(01)2

T s T
— = — = — =]
* 3 Xy T T

donc 'égalité est vérifiée au rang 0.

2p) !
* Soit p € N. On suppose que Iz, = 41(7(;.»')2 X g D’aprés la question 3., on a :
p!

I _J C2p+1. 2p+1 (2p)! T
201 T 22 T o T T o T X (e 2
_ @2+ 1! 7
 A(p+1)24p(p!)2 2
(2p+2)!
4Pt ((p+1) x p!)2
_ (2(p+1)!
w1 ((p+ 1))

X

s
2

X

B

L’égalité est donc vraie au rang p + 1.
Par principe de récurrence simple, on peut conclure que :

(2p)! m
wEN T = Xy

5. On utilise & nouveau un raisonnement par récurrence.

* On sait que Iy = % et que Iy = J; =1 donc :
0+ 1)1 Ip = g

L’égalité est donc vraie au rang 0.
n+1 I

* Soit n € N. Supposons que (n+ 1)I,411, = g D’aprés la question 3., on sait que I, 1o = o ln
n

En multipliant par (n + 2)I,,4+1, on obtient :

o

(n + 2)In+1ln+2 = (n + 1)In+1In =

par hypothése de récurrence. L’égalité est donc vérifiée au rang n + 1.

Par principe de récurrence simple, on peut conclure que :

VneN,  (n+ DIl = %

Partie C : Vers la formule de Stirling

6. (a) Soitn e N*. On a:

n+1 o n+1 o n+1
/ 2(n t)+1dt:/ 2 + 1 Qtdt:/ 1\
. 2 . 2t . 2t

- [2”+11 (t)—trH

1 1
n+2 In(n+1)—(n+1)— (n+2>ln(n)+n

(roa)m
_<n+;> (In(n+1) —In(n)) -1
o)

n+1 o
Vn € N¥, Uy = / M dt

Finalement :

2t




(b) Soit n € N*. On effectue le changement de variable ¢ = n + u (i.e. u =t — n) dans 'intégrale de la

question précédente :
n+1 1
2(n—t)+1 -2 1
/ An—H+1 dt:/7u+ du
n 2t o 2(u+n)

1
1-2
Vn € N¥, un:/iudu
0 2(n+u)

Ainsi :

7. (a) Soit n € N*

1 1 1
* Soit u € |0, = |. La fonction t — étant décroissante sur (0, = |, on a

2 n+t | 2
1 < 1 < 1 ) 1 < 1 < 1
S X 5 1.€. S X 5
2(n+3) " 2(n+u) " 2n 2n+1 = 2(n+u)  2n

De plus 1 —2u > 0 (car u < %) donc :
1 1—2u 1—-2u 1—-2u
v € 037 ) < <
“ [ 2} m+1 S 2ntu) S 2n

Par croissance et linéarité de l'intégrale, on obtient :

1 1
! 5(1 2u) du < <2 5(1 2u) d
2n+1/0 —2u u\rn\2n/0 —2u) du
Or:
2 3 1 1 1
2 2
1-2u)du=[u—u?]? =2 -2 =]
/0( u) du uou 0 2 4 4
On en déduit bien que :
1 < 1
12n+1) S S 8
. 1
*Smtue[Tl}Ona:
1 1 1 1—2u 1—2u 1—2u

puis

< < < <
2(n+1) " 2(n+u) " 2(n+13) 2n+1 " 2(n+u)  2(n+1)

car 1 — 2u < 0. Par croissance et linéarité de I'intégrale, on obtient :

1 ! 1 !
1—2u)du < sy < ——— | (1= 2u) du,
2n+1/§( u) du < s 2(n+1)/%( u) du

/11(1—2u)du= [u—uﬂ;:(l—l)— <;_i) :_i

2

avec :

Par conséquent :

1 1
g 7L< -
S 4(2n+1) 8(n+1)

(b) Soit n € N*. En sommant membre & membre les inégalités obtenues a la question précédente, on a
pour tout entier k € [1,n] (en utilisant le fait que uy = r + si) :

1 1 . 1

0< L = .e. 0< < —F—
S8 T 8k+1)  C YES Sk + 1)

En sommant ces inégalités, il vient :

n 171
0< U —
;’“ 8;kk+1



Or la somme dans le membre de droite est télescopique :

" 1 " /1 1 1
— = e ) =1- <1
S =2 (5 wrn) =1 et

Ainsi :

Vn € N*, Sn < <

(c) La suite S est croissante et majorée (par 1/8) donc, d’aprés le théoréme de la limite monotone, la
suite S est convergente. Notons £ € R la limite de cette suite. On sait que :

Vn e N\ {0,1}, Vp = el 751

Or S,—1 —— ¢ donc, par continuité de la fonction exponentielle au point 1 — ¢ (et d’aprés la
n—+o00

caractérisation séquentielle de la continuité), on a v,, — e'~*. La fonction exponentielle étant a
n—+oo

valeurs strictement positives sur R, on a e'~¢ > 0. Finalement :

|la suite v est convergente de limite C' strictement positivel

8. On raisonne par récurrence.
3
* OnaSlzulziln(Z)—let:
1 3
(1 + 2) In(2) -1 —-In(1!) = 5111(2) —l=wu

——
=0

donc I’égalité est vérifiée au rang 1.

1
* Soit n» € N*. On suppose que S, = (n + 2) In(n+1) —n —1In(n!). Alors :

n+1 n
Spy1 = E ug = E Uk + Unt1
k=1 k=1
=Sy + Un+1

= <n+;> In(n+1) —n—In(n!)+ <n+3> ln<1+n—1|—1) -1
(mé) m(n+1)— (n+1) —In(n!)+ <n+3> In(n +2) (wi) In(n + 1)

= (n—l—i) In(n+2) — (n+1) — (In(n!) +In(n + 1))

et :
In(n!)+In(n+1)=In(n!x (n+1)) =ln((n+1)!)
donc I’égalité est vérifiée au rang n + 1.

Par principe de récurrence simple, on peut conclure que

1
Vn € N*, Sp = <n—|—2> In(n+1) —n—1In(n!)

9. Soit n € N\ {0,1}. Par définition de la suite v, et en utilisant la question précédente, on a :

v, =exp(l — S, _1) = exp {— (n - ) In(n) +n+1In((n—1)!)

Comme enfin n(n —1)! =n!, on a bien :

Vn € N\ {0,1}, Up =




Onav, —— C>0doncn! ~ Cn"e "\/n. Par conséquent :
n—+o0o

n—+oo

JCER:, n! ~ cﬁ(g)n

n—+oo

Probléme 2 (matrices magiques et semi-magiques).
Partie I : généralités

1. La somme des coefficients sur chaque ligne et chaque colonne de la matrice J est égale & n x 1 = n donc :

|J € SMag,, (R) et o(J) = nl

2. Soient A = (ai,j)lgz}jgan = (bi,j)lgi,jgn S SMagn(R) et N€R. Ona A+ B = (ai,j + /\bi,j)lgi,jg'm
* Pour tout ¢ € [1,n], on a :

Z (A + )\B)i’j =

n n
Jj=1 Jj=

(aij + Mbij) =D a;ij+ XY bij=0(A)+ \o(B)
1 j=1 j=1
car les matrices A et B sont semi-magiques (et par définition de o(A) et o(B)).

* De la méme facon, on a :

n

Vie[ln], Y (A+AB)i;=0(A)+\o(B)
=1

La somme des coefficients sur chaque ligne et chaque colonne de la matrice A + AB est la méme donc :

A+ AB € SMag, (R) et 0(A+ AB) = 0(A) + Ao(B) par définition de o(A + AB)

3. (a) Tout d’abord, SMag,(R) C .#,(R) et SMag, (R) est non vide car (par exemple) la matrice J est
semi-magique. Enfin, on sait d’aprés la question précédente (avec A = —1 € R) que pour tous
A, B € SMag, (R), on a A — B € SMag,, (R). Ainsi :

| SMag,, (R) est un sous-groupe de ., (R) |

(b) Soit A € 4, (R). Pour tous 4,j € [1,n], on a :

n n n n
(JA)Z'J' = ZJLkak,j = Za;w- et (AJ)ZJ = Zaiyk‘]k,j = Zaiyk
k=1 k=1 k=1 k=1

On raisonne par double implication.

* On suppose que A € SMag,, (R). Pour tous ¢, € [1,n], on a alors (par définition d’une matrice
semi-magique) :

ar; = aig=0(A) e (JA)i; = (A)i; =0(A)
k=1 k=1
Or o(A)J est la matrice dont tous les coefficients valent o(A) donc JA = AJ = o(A)J. La

propriété est donc démontrée avec le nombre réel A = o(A).

* Réciproquement, supposons qu’il existe A € R tel que JA = AJ = A\J. Alors :
n n
Vi,j S [[1,n]], (JA)%] = Za/f’j =A et (AJ)%] = Zai,k =
k=1 k=1

La matrice A est donc semi-magique et o(A4) = A.

Finalement :

A € SMag,, (R) si et seulement s'il existe A € R tel que JA = AJ = \J et, dans ce cas, A = o(A)

(c) Soient A, B € SMag, (R). D’aprés (), on a JA = AJ = 0(A)J et JB = BJ = o(B)J. En utilisant
I’associativité du produit matriciel, on a :

J(AB) = (JA)B = (6(A)J)B = 6(A)JB = o(A)o(B)J

De la méme maniére, on a (AB)J = o(A)o(B)J. D’aprés (x), on peut conclure que :



| AB € SMag,(R) et 0(AB) = 0(A)o(B) |

(d) On sait que (SMag,, (R), +) est un sous-groupe de ., (R). De plus, SMag,, (R) est stable par produit
(d’apres la question précédente) et la matrice I,, appartient & SMag,, (R) (la somme des coefficients
sur chaque ligne et chaque colonne est égale a 1) donc :

| SMag,, (R) est un sous-anneau de (.#;,(R),+, x) |

(e) Soit A € SMag,,(R) N GL,(R). On a JA = AJ = 0(A)J et A est inversible donc (en multipliant &
gauche par A71) :
AN JA=T=0(A)ATT
1
La derniére égalité implique que o(A) # 0 (puisque J # 0,,) et fournit I'égalité A=1J = WJ . En
o
multipliant maintenant & droite par A~! (dans l'égalité JA = o(A)J), on a :

J=0(A)JA™'  donc JAT!= mJ
1
Ainsi A1 est une matrice semi-magique et o(A"1) = o (A)’ Finalement :
g
1
-1 1y _
o(A) #0, A7 € SMag,, (R) et o(A™h) = =)

Partie II : matrices magiques dans le cas n = 3

4. Soient A, B € Mags(R) et A € R. Les matrices A et B sont semi-magiques donc A + AB € SMag,(R) et
o(A+ AB) = o(A) + Ao(B) (d’apres la question 2.). De plus :

(A+AB)11+(A+AB)aa+ (A+AB)33=a11+ Ab11 +az2+ Ao + ass + Abs 3
=a11+azs+ass+ A(bi1+bao+b33)
=o0(A) + Xo(B)

car les matrices A et B sont magiques. De la méme maniére, on a :
(A+AB)1i3+ (A+AB)22+ (A+ AB)31 =0(A)+ Aa(B)

La matrice A + AB est donc magique. Ainsi :

VA, B € Mags(R), A+ AB € Mag;(R)

5. Soit A = (ai,j)lgi,jgg € Mag3(R). On a :
0(A) =30(A) —20(A)
= (a1,1 + a2 +a13) + (ag;1 +az2 +az3) + (a3 +ase +assz) — (a1, +ag2 +azsz) — (a1,3+az2 +as;)
= —az2+ (a12+as2) + (a21 + as3)
= —az2 + (0(A) —az2) + (0(A) — az2)

Par conséquent :

O'(A) = 3@2)2

6. Soit A € Mag;(R). La somme des coefficients sur la i® ligne (respectivement colonne) de AT est la somme
des coeflicients sur la i colonne (respectivement ligne) de A. Toutes ces sommes sont égales car A est
magique. Il en va de méme pour les deux diagonales. Donc :

VA € Magz(R), AT € Mag;(R) et o(A™) = o(A)

a b c
7. Soit A € Magz(R) N .#3(R). Alors il existe a,b,c,d,e € R telsque A= [ b d e |.La matrice A étant
c e f
magique, la relation (xx) nous donne le systéme :

a+b+c = 3d

b+d+e = 3d

ct+te+f = 3d ,

a+d+f = 3d

c+d+c = 3d



8.

9.

a b c
d’otu l'on tirequec=d,e=aet f=b,i.e. A=|b ¢ a].Parailleurs, 3¢ =a+c+bdonc b=2c—a.
c a b
a 2c—a c
Finalement, A = [ 2¢c — a c a . Réciproquement, on vérifie facilement que si A est de cette
c a 2c—a

forme, alors elle est une matrice magique symétrique. Ainsi :

a 2c—a c
VA € Mags(R), Ae AR) <= FJa,ceR, A=[2c—a c a
c a 2c—a

On procéde de la méme maniére pour une matrice antisymétrique. On trouve :

0 a —a
VA € Mag;(R), A€ d3(R) <= JacR, A=|—-a 0 a
a —a O

(a) Soit M € #,(R). On utilise un raisonnement par analyse-synthése.
* Analyse : supposons qu’il existe (S, A) € 7, (R) x o, (R) tel que M = S + A.
Alors MT = ST + AT = § — A par définition de S et A. Ces deux relations fournissent les
égalités :
M+ M7t M—M"
S = MM et A= ——
2 2
Ainsi, si S et A existent, alors elles sont uniquement déterminées.
* Synthése : on vérifie aisément que les matrices S et A obtenues précédemment sont respective-
ment symétrique et antisymétrique et que M = S + A.

Ainsi :
[YM € .4,(R), 31(S, A) € S(R) x o, (R), M =S+ A
M4+ MT M—-MT
(b) Si M € Mag;(R), alors les matrices S = % et A = —5 sont magiques (d’apres les

questions 4. et 6.) et elles sont respectivement symétrique et antisymétrique. D’aprés la question
précédente, on peut donc conclure que :

toute matrice M € .#3(R) peut s’écrire de maniére unique comme la somme d’une matrice
magique symétrique et d’'une matrice magique antisymétrique

On raisonne par double inclusion.

* Soit M € Mags(R). D’apreés la question précédente, il existe des matrices magiques S, A respective-
ment symétrique et antisymétrique telles que M = S + A. D’aprés la question 7., il existe a,b,c € R
tels que :

a 2b—a b 0 c —c
S=|(2b—a b a et A=|—-c 0 c | =cL
b a 2b—a c —c 0

En résolvant I'équation S = aJ + K, d’inconnue (o, 3) € R?, on trouve que o = b et 3 = a — b.
Ainsi :

M = BJ + (a—b)K +cL
Ceci démontre l'inclusion Mags(R) C {aJ + K +~L | a, B,y € ]R}.

* Les matrices J, K et L sont magiques (vérification immédiate) donc, d’apreés la question 4., la matrice
aJ 4+ BK + L est magique pour tous «, 3,7 € R. Ceci démontre I'inclusion réciproque.

Finalement :

Mags(R) = {aJ—I—ﬁK—i-’yL ’ a,B,v € R}




