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CONCOURS BLANC

un corrigé

Probléme 1.

Partie A — étude des intégrales de Wallis

s

g e 2 . %
1. OnaWoz/ ldt:—,le/ cos(t) dt = [sm(t)] —1let:
0 2 0 0

2

=

T , z
W, /2 1+ cos(2t) df = [; N sm(Qt)] _
0

Ainsi :

WO:g7 W1=1 et WQZ

2. Soit n € N. Par linéarité de 'intégrale, on a :
3
Whi1 — W, = / cos(t)"(cos(t) — 1) dt
0

Pour tout ¢ € [07 g}, on a cos(t)™(cos(t) — 1) < 0 car cos(t)™ > 0 et cos(t) < 1. La propriété de positivité
de I'intégrale implique que W, 11 — W,, < 0. Ainsi :

la suite (W,,)nen est décroissante

3. Soit n € N. On a W,,4o = /E cos(t) cos(t)"*1 dt. On pose :
0
o' (t) = cos(t) v(t) = cos(t)" !
u(t) = sin(t) v'(t) = —(n+ 1) sin(t) cos(t)"

Par intégration par parties, on a :

Whio = [sin(t) cos(t)”"’l};2r _/og — (n+ 1) sin(t)? cos(t)™ dt

=0

=(n+ 1)/02 (1 — cos(t)?) cos(t)"™ dt

s

=(n+1) (/Ogcos(t)"dt—/02

=n+1)W, —(n+1)Wyio

cos(t)" 12 dt)

On a donc bien :

Vn € N, (n+2)Whi2 = (n+1)W,

4. Pour tout n € N, on obtient en multipliant par W,, ;1 dans I’égalité précédente :
(n + 2)Wn+1Wn+2 = (n + 1>Wan+1

Ainsi :

la suite ((n + 1)Wan+1)n€N est constante




La valeur de la constante est (0 + 1)WyW; = T donc :

T
Vn € N, WWpi1 = —————
" nrinl 2(n+1)
5. Soit n € N. La suite (Wy)ren est décroissante donc Wy, 10 < Wy,41 < W,. En divisant par W,, > 0 (admis
W Wi, W 1 .
dans ’énoncé), on obtient 2 + < 1. Or 2 _ntl d’aprés la question 3. donc :
n W, Wi+ n+2
n+1 Wn+1
Vn € N, < <1
" n+2 W,
1
6. Comme nt
n-+2 n—+oo

— 1, les inégalités obtenues & la question précédente et le théoréme des gendarmes
. W,
impliquent que Wn;rl

——— 1. Par ailleurs, on a :
n n—+o0o

vn e N*,  nW?2=(n+1)W, W,y x

n %% T
n
On a donc bien :

n %%
X = = X — X
+1 Wn+1 2 n+1 Wn+1

T T
nW?2 —— — puis v/aW,, ——
n—-+oo 2

2

n—+oo
par positivité de la suite (W,,)nen et par continuité de la fonction x — /z en

5.
Partie B — calcul de l’'intégrale de Gauss
7.

1 1
Soit = € [1, +oo[. D’aprés la relation de Chasles, on a F(z) = / e dt +/ e~ dt. Pour tout t € [1,z],
0 T

onat? >t (eneffet, 2 —t =t(t—1) > 0) donc e ¥ < e~* (par décroissance de la fonction u —s e~
sur R). Par croissance de 'intégrale (les bornes sont dans le bon sens : > 1), on obtient :

1 R 1
/e*t dtg/e*tdt
T xT
Ainsi :

u

1 1
Vo e [1, +o00], F(z) < / et dtJr/ e 'dt
0 T

1
Or/ e tdt=e ! —e ® <e ! donc, en posant M =
xr

1

e “dt+e'€R, ona:
0

V€ [1, +o0], Flx)< M
Autrement dit, la fonction F' est majorée par M sur [1, +oo[. De plus, F est croissante sur [1, +o0[ (puisque
celle-ci est dérivable sur [1,+oo[ de dérivée la fonction z — e~

£2
limite monotone permet de conclure que :

qui est positive). Le théoréme de la

| la fonction F' admet une limite finie en +oo |

8. Soit n € N*.

e™™ > 0). Pour tout & €] —1, +oo], on sait que In(1+z) < z donc, pour tout u € [0,n[, on a (puisque
4> —1):
n2

2 2 2
In <1 — uQ> < —u—z donc n?ln <1 — u2) < —u? (car n® > 0)
n n n

(a) Remarquons que 'inégalité de gauche est évidente pour u = n (le membre de gauche est nul et
2

puis (par croissance de la fonction exponentielle sur R) :
2

2\ " 2
(1_ ug) :en21n (1—%
n
part). Ainsi :

La deuxiéme inégalité se démontre de la méme maniére (et il n’y a pas de cas particulier & traiter a

2
Yu € [0, n], (1—“

’I’L2 2 n2
_u? u
az) se st




(b) Le changement de variable u = ntan(t) (i.e. t = Arctan(u/n)) fournit :

2

/On (1 + ZZ) - du :/O (1+tan()?) " n(1 + tan(t)?) dt

2

= n/4 (1+ tan(t)z)lfn dt
0

on peut conclure que :

2 us
n 2\ N 1
/ <1 + u2> du = n/ cos(t)2"2_2 dt
0 n 0

9. Soit n € N*. La question 8.(a) et la croissance de I'intégrale nous donnent :

n U2 n2 n u2 _nz
/0<1—n2) duSF(n)S/O <1+712) du

L’intégrale de droite a été calculée a la question précédente :

2 us us
n 2 —n Z 5
/ (1 + u) du = n/ cos(t)2 2 dt < n/ cos(t)?’ "2 dt = nWap2_s
0 0

n2 0

INE

El

2_ _1
Comme 1+ tan® = —,

N

car n/ cos(t)2"2’2dt > 0. Calculons l'intégrale de gauche a ’aide du changement de variable u = nsin(t)

[ (- 28) e [ s ot

(i.e. t = Arcsin(u/n)) :

= nW2n2+1

Finalement :

|Vn €N, nWop211 < F(n) < nWap2_o |

10. D’aprés la question 6., la suite extraite ((\/ 2n?2 + 1W2"2+1)nEN converge de limite \/Z Donc :

1
nWonz 11 =~ /202 + 1Wap2 g = ——————n/20% + W21 ——— VT
1/2n2 +1 \@ 1+ 2% n—+0oo 2
V n

NG

De la méme fagon, on montre que nWs,2_y ——— ——. Le théoréme des gendarmes et les inégalités

n—+oo 2
obtenues a la question précédente impliquent que F(n) —+> TN Comme on sait que la fonction F'
n—+oo

admet une limite en +oo (question 7.), la caractérisation séquentielle de la limite nous donne :

lim F(z)= vr

z—+00 2

Partie C — calcul de {(2)

11. On utilise un raisonnement par récurrence.

0!
* On sait que Wy = g = g X W. L’égalité est donc vraie pour n = 0.

2n)!
* Soit n € N. On suppose que Wy, = g . 4£L(n)')2 D’aprés la question 3., on a :
n!
_ 2n+1 T (2n+1)(2n+2) (2n)!
W) = 50 )V = 3 X T R Il
™ (2n+2)!
= — X —2
2 4nti((n+1)))

L’égalité est donc vraie au rang n + 1.



Par principe de récurrence simple, on peut conclure que :

™
VneN, Wap=_-
neS Y ()2

us

2
12. Soit p € N*. On a Wy, = / 1 x cos(t)?F dt. Posons :
0

u(t)=1

u(t) =t

v(t) = cos(t)??

v'(t) = —2psin(t) cos(t)?P~!

Une intégration par parties fournit :

voly

tsin(t) cos(t)?P~1 dt

SENNTE

+2p/
0

Wop = [t cos(t)Qp]

—_———

=0

Posons :
v(t) = sin(t) cos(t)?P~1

v'(t) = cos(t)? — (2p — 1) sin(t)? cos(t)?P~2

et intégrons & nouveau par parties :

2 2
Wa, = 2p { sin(t) cos(t)2p—1} —2p/
2 0 0

NI

(cos(t)® — (2p — 1) sin(t) cos(t)** %) dt

|

=0

3

/2t2(1 — cos(t)?) cos(t)?P~2 dt
0

jus

2
= —p/ t? cos(t)?P dt + p(2p — 1)
0

2
=p(2p— 1)/ t2 cos(t)?P~2 dt — 2p2/ t2 cos(t)?P dt
0 0

Wap = p(2p — 1)1 — 2p°J,

[SIE]

Ainsi :
Vp € N*,

13. Soit p € N*. On a :
_ 2
P = (p-1)") B 4P (p!)?
p—1 P (2p—2)! p=1 (2p)! 7P
Dapres 1 stio scodente. on a J 2p J + ! W, do
T 10n pr 11 n -1 = ne
apres la que precedente, on a Jp—1 2p—1"7 " p(2p—1) p ¢
Y (p-1)1 [ 2 1 4 (p!)?
K, _1-—K = J, Wop | — =7
pmle (2p—2)! (229—1 P - 1) Qp) (2p)! °°
G SRV ) R G D)
@p)! P 22T (2p)! Y (2p)! P
-3

en utilisant la question précédente. Ainsi :

« s
VpGN, Kp—liKp:@

14. Soit n € N*. En sommant les égalités précédentes sur les entiers p € [1,n], on a :

Z(Kp—l - Kp) —1;4;2 = %Sn

p=1



15.

16.

17.

La somme de gauche est télescopique :

N

n 3
D Kpy —Kp) =Ko - K, e mzhz/ﬂazl
0

p=1

donc :

=— 31~

3
VneN, S, =2 (” Kn)

. . . 7T . . .
La fonction sin est concave sur 'intervalle [O, 5} (car elle est dérivable sur cet intervalle et car sin’ = cos

y est décroissante). La courbe @y, est donc au-dessus de la corde (C) joignant les points de coordonnées

(0,sin(0)) et (g,sin (g)) sur lintervalle [O, g} L’équation de (C') est :

sin (%) — sin(0) 2

T _
5—0 s

(C):y=

Ainsi :

Vit € [0, g} . t< Zsin@)

Soit p € N. D’aprés la question précédente, on a (par croissance de u — u? sur R, et car cos? > 0) :

2
vVt e {0, g} , 0 < t?cos(t)? < % sin(t)? cos(t)?P
La propriété de croissance de 'intégrale implique que :
(2 (2 2
0<J, < Z/ sin(t)* cos(t)“? dt
0
Or:
/ sin(t)? cos(t)?? dt = / (1 — cos(t)?) cos(t)?P dt = / cos(t)?P dt — / cos(t)2PH) qt
0 0 0 0
= Wap — Wapyo
- 2p+1
2p 2p +2 2p

1

Topt2
Finalement :

7T2W2

Vp €N, 0< J, < o—2%
P PSR+ 1)
Soit n € N. L’encadrement de .J,, fournit :
4n(n!)? 2 Wap 7

0< K, < _
@n)! “8n+1)  16(n+1)

3
en utilisant la question 11. Or

™
]_6(n + 1) n—-+oo

K, ——— 0. La question 14. permet donc de conclure que :
n—+oo

2
s
la suite (S,,)n>1 est convergente de limite o

0 donc, d’aprés le théoréme des gendarmes, on a



Probléme 2.

Partie A : trace d’une matrice carrée
1. Soient A€ Ret A = (aiyj)lgmgn,B = (bi,j)lgi,jgn € %n(R) Ona A+ AB = (am— + )\bi,j)lgi,jgn dOIlC,
par définition de la trace,

n

tr(A+AB) =Y (akk + Abrp) = D arp+ A bk = tr(A) + Atx(B)
k=1 k=1 k=1

& nouveau par définition de la trace. Ainsi :

|1’application tr est une forme linéaire sur .4, (R) |

2. Considérons les matrices A = <_01 ?) € M (R) et B= A. Alors AB = A% = I, donc tr(AB) = 2 tandis

que tr(A)tr(B) = tr(A)? = 0. Ainsi :

[ Passertion est fausse |

Partie B — calcul d’une racine cubique de I,

= (00 (5 0= (s erd)
:(a—i—d)(Z Z>+(bc—ad)<(1) 2)

3. On a:

Ainsi :

on a l'égalitée M? = tr(M) M — det(M)I, (les nombres o = tr(M) et 3 = — det(M) conviennent)

4. (a) Par bilinéarité du produit matriciel, on a :
M3 = M(aM + BI,) = aM? 4+ BM = a(aM + BI,) + BM

i.e.:

M? = (a® + B)M + aBI,

(b) Soit M € .#5(R) \ Vect(Iz). On utilise une analyse-synthése.

* Supposons que M3 = I,. D’aprés les propriétés du déterminant, on a det(M)? = det(lz) = 1.
Or det(M) € R (car M est une matrice réelle) donc det(M) =1 i.e. § = —1. L’égalité obtenue
a la question 4.(a) se réécrit alors Iy = (a? — 1)M — al,. En appliquant la trace et en utilisant
la linéarité de cette application, il vient :

tr(ly) = (a® — 1) tr(M) — atr(ly) i.e. 2=(a?—-1)a—2a
soit encore a® — 3 — 2 = 0. On remarque que :
X3 -3X -2=(X+1)(X?*-X-2)=(X+1*(X-2)

donc tr(M) = o € {-1, 2}.
* Supposons que § = —1.
— Si a = —1, alors I'égalité de la question 4.(a) nous donne M3 = I.

— Si o =2, alors on a M3 = 3M —2I,. Par I'absurde, si M> = I,, alors 3M = 31, i.e. M = I>.
Ceci est absurde car M n’est pas une matrice scalaire.

Ainsi :

VM € #5(R) \ Vect(Iy),  M? =1, < (det(M) =1 et tr(M) = —1)

(c¢) On cherche des nombres réels a, b, ¢, d tels que :
be # 0, a+d=-1 et ad —bc=1

Pour a =0, on a d = —1 et on peut choisir b =1 et ¢ = —1. Ainsi :



-1 -1

la matrice M = ( 0 1 ) convient

Partie C — matrices réelles symétriques cycliques

5. Soient M, N € .7, (R).

a) Pour tous A\, u € R, on a par linéarité de la transposition :
(a) uER, D p
(AM + uN)E = AMT + uNT =AM + uN

car M et N sont symétriques donc :

[AM + N € .7, (R)|

(b) On utilise un raisonnement par récurrence.
* La matrice M? = I, est symétrique.

* Soit k£ € N. On suppose que la matrice M* est symétrique. Alors :
E+\T _ kan\T _ asT(ask\T s "
(M ) = (M M) =M (M ) (propriété de la transposition)
= MM"* (car M et M k¥ sont symétriques)
— Mk+1

La matrice M**+1 est donc symétrique.

Ainsi :

Vk e N, M* € .7,(R)

6. (a) Soit (a,b) € R% On procéde par récurrence.
* On a:

n

MQ&@Hm“ﬁszam:uzM@w

L’égalité est donc vraie pour p = 0.

* Soit p € N. On suppose que :

P _ 4P P _ 4P
M(ajb)p:M@,(aHn)a) _grp, 4 et —at

n

Alors :
M(a,b)P™ = M(a,b)?M(a,b)
P _ qP
_ (ap [, ¢ et —a? [”;) ¢ H) (al,, + bH)

(a+bn)?P —a? 2

n

H+bx

P _ P
=aPtr, + (a”b—l—a X (a+bn)? —a? )
n

par bilinéarité du produit matriciel. Or H? = nH (calcul immédiat) donc :
M(a,b)P™ = aP™' I, + aH,
ou :

a(a+ bn)P — aP™! a(a+bn)? — aP* + bn(a + bn)?

a=aPb+ +b(a+bn)P —aPb = -
(bt -
N n
bn)Ptl — gp+l
On a donc bien 'égalité M (a,b)Pt = M (a”“, (a +bn) a )
n

Ainsi :

Vp € N, M(a,b)? = M (ap7 M)p_ap)

n




(b)

Soient (a,b), (a, B) € R? tels que M(a,b) = M(a,3). Alors :
al, + bH = al, + BH i.e. xl, +yH =0,

en posant x = a — « et y = b — (. Les coefficients sur la diagonale de la matrice de gauche (dans la
derniére égalité) sont tous égaux a x + y et les autres coefficients valent y. On a donc  +y = 0 et
y =0, i.e. z =y =0. Ainsi, a = o et b = §. Autrement dit, (a,b) = («, 8). Finalement :

|l’application M est injectivel

Soit M € &NE. Comme M € &, il existe (a,b) € R? tel que M = M(a,b). De plus, M € € donc il
existe p € N* tel que M (a,b)P = I,,. D’apreés la question précédente, on a :

bn)? — aP
MP = M (ap’ (a—i—n)a) = I, = M(1,0)
n
bn)?P — aP
Or l'application M est injective donc a? = 1 et W = 0. On a donc a € {-1,1} i.e.
bn\" bn\ >
a>=1.0na (a—l— n) =1 donc (a—i— n) =1 puis (a + bn)? = a®. On en déduit que :
a a
b 2 2
M?2 =M (aQ, (a+n)a> = M(1,0) =1,
n
Ainsi :
VM ec&NGE, M?=1,
7. Soit M = (m; j)i<ij<n € Z2(R). On sait que M? = (Z mi,kmk,j> et donc, par définition de la
k=1 1<i,j<n
trace :
tr(M?) = (M?)ii =D > mip ma (car M € .7, (R))
i=1 i=1 k=1 —~
=M,k
= m?,k
1<i,k<n
>0

8.

car une somme de nombre positifs est positive. Une telle somme est nulle si et seulement si chaque sommant
est nul donc :

tr(M?) =0 <= (Vi,k € [Lin], mi, =0) <= (Vi,k € [1,n], m;, =0) < M =0,

Ainsi :

pour tout M € .7, (R), on a tr(M?) > 0 avec égalité si et seulement si M = 0,

(a) Soit M € €, (on a donc M* = I,). Les matrices M? et —I,, commutent (car —I,, est une matrice

scalaire) donc :

(M? - I,)? = M* + 1, — 2M? = 2(I,, — M?)

De la méme fagon (les matrices M3 et —M commutent) :

(M? — M)* = M® —2M* + M? = 2(M? - 1,,)

Comme M et I,, sont des matrices symétriques, on a M? — I,,, M® — M € ., (R). La question 10.

nous donne :
tr((M*>—1,)°) 20 et tr((M>—M)*) >0

i.e., en utilisant les calculs précédents et la linéarité de la trace :
tr(l, — M?*) >0 et tr(M*>—1,)>0

En multipliant par —1 dans la derniére inégalité et en utilisant la linéarité de la trace, on obtient
tr(L, — M?) < 0. Ainsi, tr(f, — M?) = 0 et donc tr((M? — I,)?) = 0. La matrice M? — I,, étant
symétrique, la question 7. fournit I’égalité M2 — I,, = 0,,. Ainsi :

M?=1,




(b)

Soient s € Net M € %»s. Si s =0, alors M = I,, et donc M2 = I,,. Si s = 1, alors M? = I,, par
définition de %5. Supposons maintenant que s > 2 et montrons par récurrence que :

Veelo,s—1], M* "=1I,

* Par définition de %55, la propriété est vraie pour k = 0.
* Soit k € [0, s—2]. On suppose que M2 " = I,,. Montrons que M2 = Onas—k—-2>0
et (MQS*FZ) = I,, (par hypothése) donc M2 7" € %,. D’aprés la question précédente, on a :

95— (k+1)

gs—k—2 2 .
(M ) —I, ie M -1,

La propriété est vraie au rang k + 1.
Pour k = s — 1, on obtient M2 = I,,. Ainsi :

Vs €N, VM € €, M* =1,

u—1

9. Soient u € 2N+ 1 et M € %,. On poseS:ZM’“.

(a)

k=0
Par bilinéarité du produit matriciel, on a :

u—1 u u—1 u—1
MS=> M=M= I, +> M= M
k=0 =1 =1 =0
car M € €,. On a donc :
MS =S

Par une récurrence immédiate, il vient :
Vk € N, MFS =8

On en déduit que (en utilisant la bilinéarité du produit matriciel) :

u—1 u—1 u—1 u—1

s (Sor)s-Sars-Ss- (T)s

k=0 k=0 k=0 k=0
Ainsi :
Tout d’abord, ¢ est bien défini car le reste dans la division euclidienne par u > 0 appartient a
[0,4 — 1]. Montrons que ¢ est injective. Soient k,¢ € [0,u — 1] tels que ¢(k) = ©(¢) i.e. tels que
r, = r¢. Par définition de r et de r¢, on a 2k = 7y, [u] et 20 = ry [u]. Par transitivité de la relation de
congruence modulo u, on a 2k = 2¢ [u] donc u | 2(k — ¢). Or w est un nombre impair donc u A 2 = 1.

Le lemme de Gauss implique que u | k —¢. Or k,£ € [0,u — 1] donc —(u—1) < k—¢<u—1. Le
seul multiple de u appartenant a Uintervalle [—(u — 1),u — 1] est 0 donc k — £ =0 i.e. k = £. Ainsi :

|1’app1icati0n © est injective (méme bijective, ¢f. énoncé) |

Posons A = Z (M? — Mj)Q. Pour tous i,j € [0,u — 1], les matrices M*® et M7 commutent
0<i,j<u—1
donc :

A= M% — oM MI + M3
>

0<i,j<u—1
= > M¥+ >y M¥-2 Y MM
0<i,j<u—1 0<i,j<u—1 0<i,j<u—1
Or :
u—1lu—1 u—1lu—1
Y M =N M =N M (car MY =1,,)
0<i,j<u—1 §=0 i=0 §=0 i=0
u—1 u—1
= E E Mt (car ¢ est bijective)
j=0 i=0
=5
=uS



De la méme facon, on a E M?% =uS. Enfin :
0<i,j<u—1

u—1 u—1

MM = M M| =5%=uS
=0 =0
1= 1=

0<i,j<u—1

Finalement, A = uS + uS — 2uS = 0,, i.e. :

> (r-a-o,

0<i,j<u—1

(d) Il n’y a rien a démontrer si u = 1 (puisqu’alors M € %;). On suppose que u > 3. Par linéarité de la
trace, on a :

> (= 9)?) = w(0,) = 0
0<i,j<u—1
Pour tous i, j € [0,u—1], on a M*— M’ € .7, (R) (car M est symétrique) donc tr((Mi —Mj)z) > 0.
L’égalité précédente entraine que chaque sommant est nul. En particulier, pour i =2 et 7 =0, on a

tr((M2 — In)2) = 0 ce qui implique que M? = I,, (d’aprés la question 7.). Finalement :

10. Soient p € N* et M € €.

(a) On note s = va(p) € N (valuation 2-adique de p). Par définition de s, I'entier naturel & (que 'on
note u) est impair et on a l'égalité p = 2°%u. Ainsi :

|il existe des entiers s,u € N tels que p = 2°u, u étant impairl

(b) L’égalite MP = I, se réécrit (MQ)u = I,,. Ainsi, la matrice M2 appartient a %, (notons que cette
matrice est bien symétrique puisque M 1'est) et u est impair donc, d’aprés la question 9.(d), on a
(Mzs)2 =1,, ie. M2 =1, D’apreés la question 8.(b) (appliquée avec s’ =s+1 € N), on a :

M?2=1,

10



