Fiche de TD #12

ARITHMETIQUE

(corrigés)

Exercice 1

1. C’est vrai :
2(45) = { —45,-30,—-15,-9,-3,-1,1,3,9,15,30,45}

2. Cest faux : par exemple 18 = 1[17] alors que 18 est pair.
3. Cest faux. On a 2 | 2 mais 2 x 2 ne divise pas 2.
Remarque : dans la propriété du cours, a et b sont premiers entre eux.
4. C’est faux. Par exemple, 8 divise 4 x 2 mais 8 ne divise ni 4 ni 2.
5. Clest faux.

En effet, un entier n € Z est divisible par 7 si et seulement s’il existe k € Z tel que
n = 7k. Il s’agit de compter les entiers naturels k tels que 1 < 7k < 1000. Or :

1
Vk € N, 1<7k<1000<:>;<k<000<:>1<k<{

7

1000
7

1
Or {%OOJ = 142. 11 y a donc 142 multiples de 7 dans l'intervalle [1, 1000].

6. C’est faux. Par exemple, 16 divise 42> mais 16 ne divise pas 4.
7. C’est faux. Par exemple 4% = 1[15] mais 15 ne divise ni 3 ni 5.

8. Clest vrai. En effet, si 4a = 4b[21], alors 21 divise 4(a — b). Or 21 et 4 sont premiers
entre eux donc (d’apres le lemme de Gauss) 21 divise a —b. Autrement dit, a = b[21].

Exercice 2

1. On propose deux méthodes.

* Premiére méthode :
SoitneN. On a:

n—1 n—1
B —1=9"—1"=(9-1)) 9F=8x) o
k=0 k=0

——
eN

donc 8 divise 327 — 1.

* Deuxiéme méthode :
On a9 =1[8] donc 3*" = 9" = 1" = 1[8]. Donc 32" — 1 = 0[8]. Autrement dit,
8 divise 32" — 1.

Finalement :

|p0ur tout entier naturel n, Uentier 32" — 1 est divisible par 8|

. On a 4% = 1[15] donc :

41001 = (42)%90 x 4 = 4[15]
donc 41901 4+ 11 =4 + 11 = 0[15]. Ainsi :

15| 41001 11

. Ona2°=32=-1[11]. Or 123 =60 x 5 + 3 donc :

9123 _ 92X5+3 _ (95)60 g — (_1)24 x § = §11]
On a 32 = —2[11] donc :
121 — 32X60+1 _ (3260 o 3 — 3 5 (_9)60 = 3 5 900 [1]
Or:
960 — (25)12 = 112 = 1 [11]
Ainsi, 32! = 3[11] puis 2!?% + 312! =8+ 3 = 0[11]. Finalement :

11 | 2123 + 3121

. Ona3®=27 =1[13] et 52 =25 = —1[16] donc :

3126 — 342)(3 — (33)42 = 1 [13]
et :
510 = (5%)% = (-1)% = —1[13

Ainsi :
3126 + 5126 = O [13]
Autrement dit :
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Fiche de TD #12

3126 4 5126 est un multiple de 13|

5. (a) Comme 5 est un nombre premier qui ne divise pas 1357, on a 13574 = 1[5]
(d’apres le petit théoréme de Fermat). Ainsi :

13572013 = 135747531 — (13571)%% x 1357 = 1357 = 2[5)

Donc :

72013

le reste de la division euclidienne de 135 par 5 est 2

(b) On a 33 =27 = 2[25] donc (3%)7 = 27 = 3[25] car 27 = 128. Ainsi, 32! = 3[25].
Donc 25 divise 32! — 3 = 3(3%0 — 1). Or 3 A 25 = 1 donc 25 divise 32 — 1.
Autrement dit, 32° = 1[25]. Donc :

31289 — 319><20+9 — (320)19 X 39 = 39 [25}

= 23 [25]

Ainsi :

le reste de la division euclidienne de 3'2%9 par 25 est 8

(¢) Comme 13 est un nombre premier ne divisant par 49, on sait d’aprés le petit
théoréme de Fermat que 49'? = 1[13]. On a alors :

4990021 — 4912><7501+9 — (4912)7501 % 499 = 499 [13]

Or 49 = —3[13] donc 49° = —3[13] et 3% = 27 = 1[13] donc 3° = 1[13].
Finalement :
4990021 = _1 = 12[13]

Ainsi :

le reste de la division euclidienne de 499992! par 13 est 12

Exercice 3 Soit n € N. On remarque que :
3(14n+3) + (-2)(2In+4) =1

D’aprés le théoréme de Bézout, les entiers 14n + 3 et 21n + 4 sont premiers entre eux.
Autrement dit :

2In+4

——— est irréductible
14n + 3

la fraction f =

Exercice 4 On raisonne par analyse-synthése.

* Analyse : supposons que l’équation proposée admette une solution rationnelle

z € Q. Il existe alors (p,q) € Z x N* tel que x = P et tel que pAg =1 (on
q

peut supposer que la fraction est sous forme irréductible). Par hypothése sur x, on
a:

3 2
2

22422 4+204+1=0 i.e. p—g—i-p—2+—p+1:0

q

Q
Q

En multipliant par ¢3, on obtient :
P> +p°a+2pg° +¢°> =0

— On ap(p?+pg+2¢*) =—¢*doncp|¢® OrpAg=1doncp==+1.

— De méme, on a q(q* + 2pq + p?) = —p? donc ¢q | p?. Comme ¢ > 1 et pAg=1,
on a nécessairement g = 1.

On vient de montrer que si « est une solution rationnelle de 1’équation, alors néces-
sairement r = —1 ou x = 1.

*x Synthése : on constate que ni —1 ni 1 n’est solution de I’équation.

Finalement :

| I’équation n’admet pas de solution rationnelle

Exercice 5
1. Soit n € Z. On a 7Tn —5 =n + 1 [6] donc :

n(n+2)(Tn —5) = n(n+ 1)(n + 2) [6]

Ainsi, 6 | n(n+2)(7n —5) si et seulement si 6 | n(n+1)(n+2). Orn, n+1et n+2
sont trois entiers consécutifs donc 'un d’entre eux est un multiple de 3. De plus, I'un
de ces entiers est nécessairement pair. Comme 2A 3 =1, on a 6 | n(n + 1)(n + 2).
Finalement :

|Vn€Z, 6|n(n+2)(7n—5)|

2. On raisonne par analyse-syntheése.

* Analyse : soit n € Z. On suppose que n+ 1 | n+ 7. Comme n+1|n+ 1, on
aaussin+1|(n+7) —(n+1)ie n+1]6.On en déduit que :

n+1€{-6,-3,-2-1,1,2,3,6} ie ne{-7-4,-3,-2,0,1,2,5}

* Synthése : pour chaque entier n € {—7,—4,-3,—2,0,1,2,5}, on vérifie que
n+1|n+7.

Finalement :

|1’ensemble des entiers n € Z tels que n+ 1 | n+ 7 est {-7,—4,-3,-2,0,1,2,5} |
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3. Soitn€Z. On a :
n? 4+ (n+ 1) 4+ (n+3)* = 3n* + 8n + 10 = 3n? + 8n [10]
Ainsi :
10| 0?4+ (n+1)2+ (n+3)* < 10|3n*+8n
< 2[3n? +8net5|3n*+8n

car 2 et 5 sont premiers entre eux. Or 8n est pair donc :

(car 2 A3 =1, lemme de Gauss)

(car 2 € &)

2[3n? +8n < 2|3n? <= 2|n?
= 2|n

Par ailleurs 3n2 + 8n = 3n? + 3n [5] donc :

5[3n? +8n <= 5|3n(n+1)
<~ 3|n(n+1)
< 5|noub|n+1

(car 3A 5 =1, lemme de Gauss)
(car 5 € P)
Ainsi :
10|02+ (n+1)2+n+3)? < 2|net (5|noub|n+1)
<~ (2|netb|n)ou(2|netb5|n+1)
<= 10 |nou (n+ 1 impair et 5 | n + 1)

car 2 et 5 sont premiers entre eux. Or les entiers impairs multiples de 5 sont de la
forme 5(2k + 1) ou k € Z. Ainsi, 'ensemble des solutions est :

{10k |k € Z} U {10k + 4|k € Z}

Exercice 6

ks
1. Par définition de ag,a1,...,a,, on an = Zakl()k. Pour tout k € [2,7], on a :
k=0

10F = 4 x 25 x 10%~2

donc 4 | a10%. Ainsi, n = ag + 10a; [4]. On en déduit que :

4 divise n si et seulement si n divise ag + 10a1 |,

ce qu’il fallait démontrer.

2. Comme 10=1[3], on a :

VEk € [0,r], 10% =13 et donc ar10% = ay, [3]

Ainsi, n = Z ay, [3] donc :
k=0

-
3 divise n si et seulement si 3 divise E ag
k=0

Le méme résultat est valable pour la divisibilité par 9 (puisque 10 = 1[9]).

3. On a 10 = —1[11] donc (méme raisonnement que précédemment) :
T
n=> (~1)F[11]
k=0
Ainsi :

11 divise n si et seulement si 11 divise Z (—1D)Fay
k=0

Exercice 7 Soient x,y € Z. On raisonne par double implication.

* Supposons que z et y soient divisibles par 7. On a z = 0[7] donc z? = 0[7]. De la

méme facon, on a aussi > = 0[7] et donc 22 + y? = 0[7]. Autrement dit, 7 divise
2,2
x® 4y,

* Supposons que 7 | 22 + y2. Montrons que x et y sont divisibles par 7. Le reste, dans
la division euclidienne de x par 7 est un entier de [0, 6]. Donc z? est congru a l'un
des carrés de ces entiers modulo 7. Or 32 = 2[7], 42 = 2[7], 52 = 4[7] et 62 = 1[7].
Ainsi, le reste dans la division euclidienne de 2% par 7 vaut 0 (ceci ne se produit que

si z est un multiple de 7) 1, 2 ou 4. Il en est de méme pour y2. Or :
Vk, ¢ € {0,1,2,4}, E+0=0[7 < k=(=0

On en déduit que si 22 +y? = 0[7], alors z =y = 0[7].

Finalement :

2% 4 y? est divisible par 7 si et seulement si x et y sont divisibles par 7

Soit pe Z\ {2,3}. Onap?>—1=(p—1)(p+1).
* Le nombre premier p est impair (car p # 2) donc p—1 et p+ 1 sont deux entiers pairs
consécutifs. L'un des deux est donc un multiple de 4. On en déduit que 8 | p* — 1.

Exercice 8
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* Comme p est un nombre premier différent de 3, il existe un entier naturel k tel que
p=3k+1oup=3k+2 (si pétait un multiple de 3 différent de 3, alors p ne serait
pas un nombre premier).

— Si p=3k+1, alors p — 1 est un multiple de 3 et donc 3 | p> — 1.
— Sip=3k+2,alors p+1=3(k+ 1) est un multiple de 3 donc 3 | p? — 1.
Dans les deux cas, 3 | p? — 1.

Finalement, p? — 1 est divisible par 3 et par 8. Or 3 et 8 sont premiers entre eux donc
3x8|p?—1. Ainsi :

p? — 1 est divisible par 24

Exercice 9
n?|a™ —b". On a:

Soient n € N* et a,b € Z. On suppose que a = b[n]. Montrons que

n—1
a — b = (a o b) Z akbn—l—k
k=0

Comme a = b[n], on a (par compatibilité de la relation de congruence avec 'exponentiation
positive entiére) :

Vk € [0,n — 1], a® = b* [n)

La relation de congruence est compatible également avec la multiplication donc :

Vk € [0,n — 1], akfpnimk = pnol

n]

puis (en utilisant cette fois la compatibilité avec I’addition) :

n—1 n—1
Z e — Z vl =nb" ! =0[n)
k=0 k=0

n—1
Ainsi, n | Z a®*b"~1=% et n | a — b par hypothése donc :
k=0
n—1
n?| (a —b) Z akpn—1-k i.e. n?|a" —b"
k=0
Finalement :
a” = b" [n?

Exercice 10 Soient a € Z\ (2Z) et n € N. Montrons que a?" = 1[2""!] en
utilisant un raisonnement par récurrence.

. . . 0 . .
x Comme a est impair, I'entier a> — 1 = a — 1 est pair donc 2 | a — 1. La relation de
congruence est donc vraie pour n = 0.

* Soit n € N. On suppose que 2" = 1[2"+!]. Montrons que a2" =1[2"2]. On a :

n

¥ —1=a?2 1= (azn)2 —12=(a®" = 1)(a®" +1)

Par hypothése, on sait que 2"+1 | a?" — 1. De plus, a2 est impair car a est impair
(en effet, un entier k est impair si et seulement si k = 1[2] et, dans ce cas, on a
k> = 1]2] pour tout a € N). Ainsi, a®" + 1 est pair donc 2 | a®" + 1. Finalement :

2n+1

2" 2| (a®" = 1)@ +1) ie. 22 a

-1

on+2

=1[2"+2],

Par principe de récurrence simple, on peut conclure que :

Autrement dit, a

Vn € N, a®" =1[2"

Exercice 11 Soit n € Z. On utilise I'algorithme d’Euclide étendu pour déterminer
le PGCD des entiers n® +n? + 1 et n? —n + 1.

*x Onan®+n?+1=Mm+2)(n>-n+1)+n-1.
x Ensuite, n? —n+1=n(n—1) + 1.
* Etenfnn—1=1x(n—1)+0.

Le dernier reste non nul obtenu est égal & 1 donc (n® +n? +1) A (n? —n+ 1) = 1. Donc :

pour tout n € Z, les entiers n® + n? + 1 et n?> — n + 1 sont premiers entre eux

Exercice 12 Soient a,b € N* tels que a A b = 1. Montrons que (a + b) A ab = 1.

* Posons d = (a+b)Aa.Onad|a+betd|adoncd]| (a+b)—aie d]|b. Ainsi,
d|lanb,ie d|1.Ord>1doncd=1. Ainsi, (a+b) Na = 1.

* De la méme maniére, (a +b) Ab=1.
* Comme (a+b)Aa=(a+b)Ab=1, on aaussi (a+b) Aab =1 (propriété de cours).

Finalement :

|(a+b)/\ab:1|

Exercice 13

1. Soitn € N. On a :
2x(n+1)+(-)x2n+1)=1

donc, d’apreés le théoréme de Bézout, (n 4+ 1) A (2n+ 1) = 1. Ainsi :
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|pour tout entier naturel n, les nombres n + 1 et 2n 4 1 sont premiers entre euxl

Autre méthode :

Soit n € N.Onposed =(n+1)A(2n+1). Onad|n+1etd]| 2n+ 1 donc
d|2(n+1)—(2n+1),ie d|1doncd==*1 Mais d > 0 (par définition du PGCD)
doncd=1. Ainsi (n+1)A (2n+1) = 1.

2. Soitn € N. On a :

2n+ 1\ (2n+1)!
(n+1> C(n+D!2n+1-n—1)!

(n+1) (2:4:1) = (2n+1) (?)

2
Ainsi, n+ 1] (2n + 1)( n> Comme (n+ 1) A (2n+ 1) = 1, on déduit du lemme de
n

_2n+1
T on+1

BCDINEIRS <2n)

nln! n+1\n

donc :

2
Gauss que n + 1 | < n) Finalement :
n

2
Vn € N, n+1|(:>

Exercice 14 Soit p € Z.

1. Soit k € [1,p — 1]. D’aprés la formule sans nom (& savoir redémontrer), on a :

D p—1
k’ =
~—~— N——
eN eN

Ainsi, p | k ]k): . Or p est un nombre premier et 1 < k < p donc p A k = 1. D’apreés

le lemme de Gauss, on peut conclure que :

o1 (3)

2. On utilise un raisonnement par récurrence finie (et la formule du triangle de Pascal).

—1
* On a <p 0 > = 1=1[p]. La propriété est donc vraie au rang k = 0.

-1
* Soit k € [0,p — 2]. On suppose que (p ) = (—1)*[p]. Montrons que

k
-1
<Z N 1> = (—1)¥*1 [p]. D’aprés la formule du triangle de Pascal, on a :
p= (p=N_ (P ie p=1N_( p» \_(p-1
k k+1 k+1 o k41 kE+1 k

p

C k+1 I,p—1
omme k+ 1 € [1,p ]],ona(k+1

) -1
us

P k
Par principe de récurrence simple, on peut conclure que :
p—1\ _

(") =0t

Soient a,b € N\ {0,1}. On suppose que a A b = 1. Montrons que
In(a)
In(b)

€ Q7 donc il existe (p,q) € N* x N* tels que

) = 0[p] (d’apres la question 1.). De

(—1)% [p] par hypothése de récurrence donc :

(1}2 1 i) =0 (~1)F = (—1)k1 ]

Vk € [0,p — 1],

Exercice 15
In(a)

In(b)
sont supérieurs ou égaux a 2, on a
In(a)
In(b)
g=1l,onaa|bP=bxb"1.Oranb=1donca|b~! (lemme de Gauss). En itérant le
raisonnement, on obtient que a | 7P = 1, ce qui est absurde car a > 2. Finalement :

In(a)
In(b)

€ Q. Comme a et b

€ R\ Q en raisonnant par ’absurde. Supposons que
In(a)
In(b)

=L Ainsi, ¢ln(a) = pIn(b) i.e. In(a?) = In(b?). En en déduit que a? = b*. Comme
q

€cR\Q

Exercice 16

Exercice 17
double inclusion.
* Montrons que Ugnp C U, N Up. Soit 2z € Ugpp. Alors 2% = 1. Comme a A b | a, il
existe k € N tel que a = k(a A D). Ainsi :

Soient a,b € N*. Montrons que U, N U, = U,np en raisonnant par

sa — Sk(and) _ (Za/\b)k 1k —1

b

De la méme fagon, z° = 1. Donc z € U, N U,. Finalement, on a l'inclusion

Ugrp C U, NTU.
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* D’aprés la relation de Bézout, il existe k, ¢ € Z tels que :
ak+bl=aNb

Montrons que U, N U, C Ugpp. Soit z € U, N Uy,. D’aprés les propriétés de I'expo-
nentiation entiére dans C, on a :

Za/\b — Zak-‘rbé _ zakzbé _ (Za)k(zb>£ — 1k1€

(car z € U, NUy)
=1

Ainsi, z € Ugpp. Finalement, U, N U, C Ugpp.

Par double inclusion, on peut conclure que :

[Ua N Ub = Ua/\b

Exercice 18 Soient a,b € Z et n € N.

1. On suppose que a? divise b?. Alors :
Vp e &2, vp(a?) < v,(b?)

i.e. (d’aprés les propriétés sur les valuations p-adiques) :
Vp e P,

2up(a) < 2vp(b) i.e. vp(a) < vp(b)

Autrement dit, a | b. Ainsi :

si a® divise b2, alors a divise b

2. On sait que :
alNb= H pmin(vp(a),’up(b))

Exercice 19 Soient a,b € N* et k € N\ {0,1}. On suppose que a Ab =1 et qu’il
existe ¢ € N tel que ab = c*. Soit p€ Z. On a :

v,(ab) = v,(c) i-e. vp(a) + vp(b) = kup(c)

Comme a et b sont premiers entre eux, p ne peut pas étre un diviseur de a et de b. On a
donc v,(a) = 0 ou v,(b) = 0. Dans tous les cas, v,(a) et v,(b) sont des multiples de k.
On en déduit qu'il existe des familles (ap)pe 2 €t (Bp)pez telles que :

Vpe &, vp(a) = kay, et v,(b) =kB,
Ainsi :
k k
a:Hpka”: Hpa” et b= Hpﬁp
peEP peEP pEP
Finalement :

|a et b sont des puissances k° d’entiersl

Exercice 20 Soit n € N\ {0,1}. Montrons que p,11 < pi---pn. Posons
P = p;---p, — 1. L'entier P est supérieur ou égal & 2 (en fait, P > pips — 1 = 5)
donc il admet un facteur premier (d’aprés le cours) noté p.
* Comme aucun des nombres pq, ...
entier k > n + 1 tel que p = pi.

,Pn, ne divise P, on a p > p,. Il existe donc un

x Comme py, | P, on a py < P, i.e. pp < pi---pp — 1 donc pp <p1--pn.
* La suite (pg)e>1 est croissante et k > n + 1 donc pp1 < pp < p1---Pn.

Ainsi :

pn+1 <p1"’pn

VYn € N\ {0,1},

peP? Exercice 21 Soient a,n € N\ {0,1}. On suppose que a” —1 € Z.
donc : 1. On raisonne par l’absurde : supposons que a # 2, i.e. que a¢ > 3. On a :
_ i 0p (b
(CL A b)n — H pn min(vy(a),vp (b)) -
pe® cc"—lza”—l"z(a—l)z:a]C
Or: k=0
Vp e 2, nmin(vy,(a), v,(b)) = min(nv,(a), nv, (b)) Comme a >3, onaa—122et (puisque n > 2) :
= min (vy(a”), v, (b")) n—1
a">) 3F=14+3=4
Ainsi : =0 =0
(aNb)" = H pn (U‘”(an)’vp(bn)) =a" AD" La factorisation précédente montre donc que a™ — 1 n’est pas un nombre premier, ce
pEP qui est exclu. Ainsi :
MPSI Année 2025-2026
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si a™ — 1 est un nombre premier, alors a = 2

2. A nouveau, raisonnons par ’absurde en supposant que n n’est pas un nombre pre-
mier. 11 existe alors deux entiers k, £ supérieurs ou égaux a 2 tels que n = kf. Alors :

£—1

1)) 2k

=0

n —1=2M_1=(2F)" -1t = (2" -

Or 2k —1>3 (car k> 2) et :

Ainsi, 2" — 1 n’est pas un nombre premier, ce qui est absurde. Finalement :

si 2" — 1 est un nombre premier, alors n est un nombre premier

Exercice 22

1. Soit n € N*. On suppose que 2" + 1 € . Montrons que n est une puissance de 2.
Raisonnons par I’absurde en supposant que n n’est pas une puissance de 2. Il existe
donc k € N et £ € N* tels que n = 2F(2/ +1). On a :

20
277, + 1= (22k)2€+1 _ (_1)22—0—1 — (22k 4 1) Z2j2k(_1)2£—j
7=0

Comme 2/ +1> 1 (car £ > 1), on a 1 < 2% < 2¥(2¢ + 1) = n donc :

1<2 y1<2" 41

Ainsi, 22" 4 1 est un diviseur de 2" + 1 différent de 1 et de 27 + 1, ce qui est absurde
car 2" 4+ 1 est un nombre premier. Ainsi :

|si 2™ 4+ 1 est un nombre premier, alors n est une puissance de 2

2. (a) On procéde par récurrence.

* Ona Fy+2 = (220 + 1) +2=5=22+1= F,. L’égalité est donc vraie
pour n = 0.

* Soit n € N. On suppose que F,,11 = Fy- -+ F,, + 2. Montrons que :

Fn+2:E]"'FnFn+1+2

On a (par hypothése de récurrence) :
FO o FnFn+1 = (Fn—i-l - Z)Fn—i-l = (22”+1 - 1) (22"+1 + 1)
n+1 2
= (") -1
— 22”+1><2 -1
_ 22n+2 o 1
= L'nt2

L’égalité est donc vérifiée au rang n + 1.
Par principe de récurrence simple, on peut conclure que :

|Vn€N, Fn+1:F0~~~Fn+2|

(b) Soient m,n € N tels que m # n. Quitte a échanger les roles joués par m et n,
on peut supposer que m < n. D’aprés la question 2.(a), on a 1’égalité :

n—1
F,=2+ H Fy
k=0
Raisonnons par ’absurde : supposons que F;, et F;,, ne soient pas premiers entre
eux. Alors il existe p € & tel que p | F,, et p | Fy,. Comme m < n—1, le nombre

n—1 n—1
F,, est I'un des facteurs du produit H Fy. Ainsi, p | H Fy et p| F,, donc :
k=0 k=0

n—1
plF.=J[Fe ie pl2
k=0

Comme p est un nombre premier, on a p = 2. Ceci est absurde car F,, et F,,
sont des entiers impairs. Ainsi :

Ym,n € N, m#n = F,ANF,=1

Exercice 23
1. (a) Soit x € Z. Alors :

=1 <= n|2* -1 <= n|(z—1)(z+1)

<~ n|lz—1loun|z+1 (car n € &)
< z=1njouz=-1=n-1[n
<— dke€eZ, x=kn+loux=kn+n-—1

Ainsi :
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Fiche de TD #12

|les solutions de I’équation dans [0,7 — 1] sont 1 et n — 1 |

Remarque : si n = 2, cette équation a une seule solution (a savoir 1) et si
n > 2, alors ’équation a exactement deux solutions.
n—1
(b) Montrons que (n —1)!=—-1[n]. Ona (n—1)! = H k.
k=1
* Sin=2onall=1=-1[2] (car 2|2).
* On suppose maintenant que n € & \ {2}. Comme n est un nombre pre-
mier, pour tout k£ € [1,n — 1], on a k An =1 donc (d’apreés le cours) k est
inversible modulo n, i.e. :

I el,n-1], kl =1n]

Or, d’aprés la question 1., les entiers 1 et n — 1 sont les deux seuls éléments
de [1,n — 1] qui sont leur propre inverse. Ainsi :

ﬁkzlx(n—l)ﬁkzlx(n—l)xlz—l[n]
k=1 k=2

car, dans le dernier produit, on trouve les entiers k € [2,n — 2] et leurs
inverses £ # k modulo n.

Ainsi :

|si n est un nombre premier, alors (n —1)! = —1[n] |

2. On suppose que (n — 1)! = —1[n]. Soit @ € [1,n — 1]. D’aprés la relation de
congruence, il existe k € Z tel que :

n—1
(n=1)!=-1+kn i.e. kn—l—(—a)Hﬁzl
#

€7

NS
IS

{

D’aprés le théoréme de Bézout, on a a An = 1. Finalement, n est premier avec tous
les entiers de [1,n — 1] donc les seuls diviseurs de n sont 1 et n. On conclut donc
que :

|n est un nombre premier
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