Fiche de TD #12

ARITHMETIQUE DANS Z

Exercice 1 Soient d,n,a € Z. Vrai ou faux ? Justifier.
1. Le nombre 45 posséde 12 diviseurs.
Sin = 1]17], alors n est impair.
Si a et b divisent d, alors ab divise d.
Si d divise ab, alors d divise a ou d divise b.
L’intervalle [1,1000] contient 140 entiers divisibles par 7.
Si d divise n?, alors d divise n.
Si a? =1n], alors a = 1 [n].

Si 4a = 4b[21], alors a = b[21].

® N ke wN

Divisibilité, division euclidienne, congruences

1. Montrer que, pour tout n € N, I'entier 32" — 1 est divisible par 8.
2. Montrer que 419! + 11 est divisible par 15.

3. Montrer que 2'23 + 3!2! est divisible par 11.

4. Montrer que 3126 4 526 est un multiple de 13.

Exercice 2

5. Calculer le reste de la division euclidienne de :
(a) 13572013 par 5;
(b) 32189 par 25;
(c) 4990021 par 13.

21n +4

Tin+3 est-elle irréductible ?

Exercice 3 Soit n € N. La fraction f =

Exercice 4 L’équation 22 + 22 + 22 4+ 1 = 0 admet-elle des solutions rationnelles ?
Indication : raisonner par analyse-synthése.

Exercice 5
par 6.

1. Montrer que, pour tout n € Z, le nombre n(n+2)(7n—>5) est divisible

2. Pour quels entiers n € Z l'entier n + 1 divise-t-il n + 77
3. Pour quels entiers n € Z l'entier n? + (n + 1)? + (n + 3)? est-il divisible par 10?7

Exercice 6 Soit n € N. On note aq,...,a, les chiffres de la décomposition de n en
base 10. Par exemple, pour n = 156, on a a9 =6, a; =5 et ay = 1.
1. Montrer que n est divisible par 4 si et seulement si I’entier obtenu en ne conservant
que les chiffres ag et a; lest.
2. Montrer que n est divisible par 3 (respectivement 9) si et seulement si la somme
ag + - -+ + a, lest.
3. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur ag, . .
visible par 11.

., a, pour que n soit di-
Exercice 7 Soient z,y € Z. Montrer que x2 + y? est divisible par 7 si et seulement si
les entiers = et y le sont.

Exercice 8 Soit p € 2\ {2,3}. Montrer que p* — 1 est divisible par 24.

Exercice 9 Soient n € N* et a,b € Z. Montrer que si a = b[n], alors a” = b" [n?].

Exercice 10 Soient a un entier relatif impair et n € N. Montrer que a?" = 1[2"+1].

PGCD, PPCM

Exercice 11 Soit n € Z. Justifier que les entiers :
n®+n?+1 et n?—n+1
sont premiers entre eux.

Exercice 12 Soient a et b deux entiers naturels non nuls premiers entre eux. Montrer
que (a+b) Aab=1.

Exercice 13 1. Montrer que, pour tout entier naturel n, les nombres n+1 et 2n+1
sont premiers entre eux.

2 1 2
2. Soit n € N. En considérant le coefficient binomial ( n—:—l >7 montrer que ( n) est
n n

divisible par n + 1.

Exercice 14 Soit p € 2.
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Fiche de TD #12

1. Montrer que, pour tout entier k € [1,p — 1], le nombre premier p divise (g)

2. En déduire que :
Vk € [0,p — 1],

Exercice 15 Soit a,b € N\ {0,1}. Montrer que, si a et b sont premiers entre eux,
alors :

In(a)
In(b)

€R\Q

Exercice 16 Soit a,b,n € Z.
1. Montrer que n® + 3n? — 5 et n + 2 sont premiers entre eux.
2. Montrer que, si a An =1, alors (ab) An=bAn.
3. Montrer que :

(n*+3n* —n+2)A(RP+n+1)=(n—-2)AT

Exercice 17 Soit a,b € N*. Montrer que U, N Uy, = Ugns.

Nombres premiers

Exercice 18 Soient a,b € Z et n € N.
1. Montrer que, si a? divise b2, alors a divise b.
2. Montrer que (a Ab)™ = a™ A b™.

Exercice 19 Soient a,b € N* et k € N\ {0,1}. Montrer que, si a et b sont premiers
entre eux, et si ab est la puissance k° d’un entier, alors a et b sont des puissances k°
d’entiers.

Exercice 20 Pour tout n € N*, on note p,, le n® nombre premier. Montrer que :

Vn € N\ {0,1}, Pnt+1 <P1°-Pn

Exercice 21 (nombres de Mersenne) Soient a,n € N\ {0,1}. On suppose que
at*—1e A2

1. Montrer que a = 2.

2. Montrer que n est un nombre premier.

Exercice 22 (nombres de Fermat)
alors n est une puissance de 2.

1. Soit n € N*. Montrer que, si 2" +1 € &,

2. Pour tout n € N, on pose F,, = 22" + 1 (ce nombre est appelé le n® nombre de
Fermat).

(a) Montrer que Fy, 11 = Fy- -+ F,, + 2 pour tout n € N.

(b) En déduire que, pour tout m,n € N tel que m # n, les nombres F,, et F,, sont
premiers entre eux.

Exercice 23 (théoréme de Wilson) Le but de I'exercice est de démontrer le théo-
réme de Wilson :

Vn € N¥, n est premier <= (n—1)! = —1n]

1. Supposons que n soit un nombre premier.

2 =1[n], d’inconnue z € [0,n — 1].

(a) Déterminer les solutions de 1’équation x
(b) Mountrer que (n —1)! = —1[n].

2. On suppose que (n — 1)! = —1[n]. Montrer que pour tout a € [1,n — 1], on a
a An = 1. Conclure.

Equations diophantiennes

Exercice 24 Résoudre les équations suivantes dans Z2 :
1. 131z 4 28y = 2;

2. 15z + 6y = 3;
3. 42x + 28y = 14;
4. 9z 4+ 270y = 7.

Exercice 25 1. Résoudre dans Z I'équation bz = 2 [34].

2. Résoudre dans Z le systéme d’équations suivant :

y{iii% y{xx—&/—\;g::gl

Indication : pour le premier systéme, on commencera par chercher un couple de
coefficients de Bézout pour les entiers 5 et 7.
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