Fiche de TD #23

APPLICATIONS LINEAIRES

(corrigés)

Exercice 11 On raisonne par double implication.
x On suppose que Ker(f?) = Ker(f). Montrons que Im(f) NKer(f) = {0g} en raison-
nant par double implication.

— Comme Im(f) et Ker(f) sont des sous-espaces vectoriels de E, on a 0g € Im(f)
et O € Ker(f). Ainsi, Op € Im(f) NKer(f) i.e. {0g} C Im(f) N Ker(f).

— Soit z € Im(f) N Ker(f). Comme = € Im(f), il existe y € E tel que = = f(y).
De plus, = € Ker(f) donc f(z) = 0g i.e. f(f(y)) = 0g soit encore f2(y) = 0p.
Ainsi, y € Ker(f?). Comme Ker(f?) = Ker(f), on ay € Ker(f), i.e. f(y) =0g.
On a donc z = 0. Ceci démontre U'inclusion Im(f) NKer(f) C {0g}.

Par double inclusion, on peut conclure que Im(f) N Ker(f) = {0g}.

x On suppose que Im(f) NKer(f) = {0x}. Montrons que Ker(f) = Ker(f?) en raison-
nant par double inclusion.

— Soit € Ker(f). On a f(z) = 0g donc :

F2(@) = f(f(2)) = f(0p) = 0
car f est linéaire. Ainsi, x € Ker(f?). Ceci démontre I'inclusion Ker(f) C
Ker(f?).

— Soit x € Ker(f?). On a f?(z) = 0g i.e. f(f(x)) = O0g. Ainsi, f(z) € Ker(f)
et, par définition de l'image de f, on a aussi f(z) € Im(f). On a donc
f(z) € Im(f) N Ker(f) = {0g}. Autrement dit, f(z) = 0 i.e. z € Ker(f).
On a donc Ker(f) C Ker(f?).

Par double inclusion, on a bien Ker(f) = Ker(f?).

Finalement :

Ker(f?) = Ker(f) <= Im(f) NKer(f) = {0g}

Exercice 17

1. Soient p et ¢ deux projecteurs de E' qui commutent.

* Montrons que r = p+ ¢ — p o g est un projecteur de E. On sait que £ (FE) est
stable pour 'addition et pour la composition donc r € Z(E). De plus, on a

2.

par bilinéarité de la composition (et en utilisant le fait que p?> = p, ¢*> = q et
pog=gqop):
r?=(p+q-pog)o(p+g—poq)
=p*+pog—p’oq+qop+q®—qopog—pogop—pog®+(pog)®
——

=poq
=p+2poq+q—pog’—p’oqg—poq+p’oq’
——  —— ——
=poq =poq =poq
=p+q-pog
=r

Ainsi :

r=p+q— poq est un projecteur de F

* L’application s = pogq est un endomorphisme de E et, comme p et ¢ commutent,
ona:

s> =pogopog=p’og®=pog=s

donc

|s = p o q est un projecteur de El

* Montrons que Ker(po q) = Ker(p) 4+ Ker(g) en raisonnant par double inclusion.

— Soit « € Ker(p)+Ker(q). Il existe (y, z) € Ker(p) xKer(q) tel que z = y+z.
Alors :

(
=(poq)(y) + (poq)(z)  (car poq est linéaire)
) ) (carpog=gqoq)
(car y € Ker(p) et z € Ker(q))

Il
(an)
=
=+
(==
=

car p et ¢ sont linéaires)

Ainsi, x € Ker(po ¢). On a donc U'inclusion Ker(p) + Ker(g) C Ker(p o q).
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— Soit z € Ker(pog). On a (pog)(z) = O i.e p(gx)) = Og. Ainsi,
q(z) € Ker(p). Or :
= g(z) +(z—q))
~~
€Ker(p)
et on sait que = — g(z) € Ker(g). En effet, par linéarité et idempotence de
g,on a:
q(z — q()) = q(z) — ¢*(z) = q(z) — q(z) = 0
Finalement, z € Ker(p) + Ker(g). Ceci démontre l'inclusion Ker(p o q) C
Ker(p) + Ker(q).
Par double inclusion, on peut conclure que :

[Ker(p o q) = Ker(p) + Ker(g)]

* Montrons que Im(p o ¢) = Im(p) N Im(g) en raisonnant par double inclusion.

— Soit z € Im(p o q). Il existe y € F tel que z = (po q)(y). On a donc :
z=p(q(y)) € Im(p) et, comme pog=gop, z=q(p(y)) € Im(q)
—~— —~—
S €E

Ainsi, € Im(p) NIm(g). On a donc linclusion Im(p o ¢) C Im(p) N Im(q).

— Soit z € Im(p) N Im(g). Comme p et g sont des projecteurs, on a :
Im(p) = Ker(Idg — p) et Im(q) = Ker(Idg — q)
et x appartient & ces deux images donc :
(poq)(x) = pq(x)) = p(x)

=2z (car z € Im(p))

(car z € Im(q))

Ainsi, € Im(p o ¢). On a donc l'inclusion Im(p) N Im(q) C Im(p o q).

Finalement :

[fm(p) N Im(q) = Im(pog) |

Exercice 18 Soit o € C.

* On considére 'application ¢, : { C[;q : P((Ca) . L’application ¢ est une forme

linéaire sur C[X] car :

YAEC, YP,Q € C[X],  ¢a(P+ Q)= (P +Q)(a)
= P(a) + \Q(a)

= ‘poz(P) + )‘SOQ(Q)

De plus, I'application ¢, est non nulle car X =1 € C[X] et (1) =1 # 0. Enfin :

Ker(pa) = {P € C[X] | pa(P) = 0}
={P eC[X]|P(a) =0}
= H

Finalement, H est le noyau de la forme linéaire non nulle ¢, donc :

H est un hyperplan de C[X]

* Déterminons une base de H. Soit P € C[X]. On a :
PeH < Pla)=0 < FJQeCX], P=(X—-o)Q

+00
— 3 <Qn)n€N € (C(N)a P = (X - Ot) ZQan
n=0

+0o0
= J(gn)nen €CM, P = Z gn(X — ) X"
n=0
< P € Vect((X — a)X”)nGN
Ainsi :

H = Vect((X — oz)X")nEN

On en déduit que ((X —a)X ") cny est une famille génératrice de H. De plus, cette
famille est libre car il s’agit d’une famille de polynomes de degrés échelonnés. Fina-
lement :

une base de H est (X —a)X")

neN
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