Fiche de TD #22

APPLICATIONS LINEAIRES

Application linéaire, isomorphisme

EXEEGIEEm Montrer que les applications suivantes sont linéaires.

0 RX] — R
L P P -2P(0)
° - c? — C2
"9 (@y,2) — (x4 y, 20+ 5i2)
s B R?
U (wy,2) — (x=3y,x+y,z2+2)
4 i ] F®RR) — ZRR)
) f — expof
o f — f X cos
N m+1
6'6:{ K - R ot m € N est fixé
(Un)nen > (Ugy .-, Um)

e A — A—2AT

Exercice 2 Soient f et g les endomorphismes de R? définis par :

fi(@y)r— (z+y,22) et g:(z,y)— (y,2)

. On pose h = fog—go f. Justifier que h € Z(R?).
. At-on fog=go f7 L’application h est-elle injective ?

. L’application h est-elle surjective 7

=W N

EXEneieel8 Soient £ un K-espace vectoriel et u,v € Z(E) tels que :

UoOvV —vouUu=1u

Montrer que :
vk e N, uFov—vouf = kuF

. Montrer que f et g sont des automorphismes de R? et déterminer f~! et ¢

-1

Exercice 4 Soit f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E. Pour tout entier
naturel £ non nul, on pose :

ff=fo-of
—_—
k fois
On suppose qu’il existe un entier n > 2 tel que f™ soit ’application identiquement nulle.
1. Soit z € Ker(Idg — f). Montrer que :

VEeN*,  ffa)=2

En déduire que Idg — f est injectif.
2. Simplifier les expressions :

(Idp — f)o(dp + f+ f2 4+ -+ f*71)
et :

(Idp + f+ 2+ + [ o (ldp — f)
En déduire que Idg — f est un automorphisme de E.

3. Démontrer que, pour tout k& € N*, I'endomorphisme Idg — f*¥ de E est inversible.
On précisera ’expression de son inverse.

. . . R — R
Exercice 5 Pour tout k € {0,1,2}, on considére la fonction fj : { k%
x — 2Fe
et on note E le sous-espace vectoriel de R® engendré par ces trois vecteurs.
1. Quelle est la dimension de E 7 En donner une base.

2. On note D l'opérateur de dérivation défini par :

VfeE, D(f)=f
Montrer que D € Z(E).
3. Montrer que D € GL(E).

EXEEEiEse Soit » < N. Montrer que I'application :

P — (P(0),P(0),...,P™(0))

est un isomorphisme de K,,[X] sur K"+

Exercice 7 Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n € N* et f € Z(E).
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1. On suppose que f est nilpotent et on note p le plus petit entier naturel non nul tel
que fP =0g¢m).
(a) Montrer qu’il existe z € E tel que la famille (z, f(z), f2(z),..., fP~(z)) soit
libre.

(b) En déduire que f" = 0 (p).
2. Montrer que f est nilpotent si :

Ve € E, 9p € N*, fP(z)=0

3. Trouver un contre-exemple au résultat de la question 2.(a) dans le cas o E n’est
pas de dimension finie.

Noyaux et images

EXEN@IEEI8 Déterminer une base du noyau et de 'image des applications linéaires
dont les expressions sont les suivantes. Ces applications sont-elles injectives ? surjectives ?
bijectives ?

1. f(z,y,2)=2x+y+z,24+2y+ 2,2 +y + 22)
2. f(z,y,2) =(y+2z2+22+y)

® f(r,y,2,)=(x+y+22r—y—2zz+2y+22)
4. f(z,y,2) =(x 4+ 2y — z,x + 2y — 2,2z + 4y — 22)

EXEnE@ieeN® Montrer que les applications suivantes sont linéaires et déterminer leur
noyau et leur image. Ces applications sont-elles injectives 7 surjectives 7 bijectives ?

R3[X R [X
® :{ 31£> | — X(P’(Xj[l)]— P'(1))
. { RIX] RX]
2'1”'{ P P—XP' —P(0)
MyR) —  Mo(R)
8 0: M o (; g) M

Exercice 10 Soient E et F deux K-espaces vectoriels, f € Z(E,F) et g € £(F,E)
tels que :

fogof=f e gofog=g

Montrer que :

E =Ker(f) ® Im(g) et F =Ker(g) ® Im(f)

BEXeEeieem Soicnt E un K-espace vectoriel et f € .Z(E). Montrer que :

Ker(f2) = Ker(f) <= Im(f) NKer(f) = {0z}

EXENSiEE® Soicnt F un K-espace vectoriels et f,g € Z(E) tels que fog = Idg.

1. Montrer que f est surjective et que g est injective.
2. Montrer que p = g o f est un projecteur de F.
3. Etablir que Im(p) = Im(g) et Ker(p) = Ker(f).
4. Montrer que :
Ker(f)®Im(g) = FE

EXEEEIEEMB On considére C comme un R-espace vectoriel. On considére 'application :

Z — 1z2—1Z

{C—) C
u

1. Montrer que u € .Z(C).
2. Déterminer le noyau et 'image de u.
3. Calculer u?.

4. En déduire que Id¢ + 2u est inversible et calculer son inverse.

EXENSiEE® Soicnt £ un K-espace vectoriel et f,g € .Z(F). On suppose que f et g
commutent. Montrer que Ker(f) et Im(f) sont stables par g.

Exercice 15 Soient E un K-espace vectoriel et f € .Z(E). Pour tous p,q € N tels que
p < g, comparer Ker(fP) et Ker(f?), puis Im(fP) et Im(f9).

EXENGIEENS Soicnt F un K-espace vectoriel et f € Z(E).
1. Montrer que si f2 —3f +2Idg = 02 (E), alors :

E =Ker(f —Idg) @ Ker(f — 21dg)

2. Montrer que si f3 = Idg, alors :

E =Ker(f — Idg) ® Ker(f* + f +1dg)
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Projecteurs, symétries

EXEIGIEENy On pose F = RY,

F:{(x,y7z,t)€E|z:y+t:O} et G:{(x,y,z,t)€E|x:y+z:O}

1. Montrer que F et G sont des plans vectoriels de E.
2. Montrer que F' et G sont supplémentaires dans E.

3. Donner les expressions analytiques de p et s, respectivement projecteur sur F' paral-
lelement & G et symétrie par rapport a F' parallélement a G.

Exercice 18 Dans F = RE, on note . le sous-espace vectoriel de E constitué des
fonctions affines et on pose :

N={feE|f0)=f1)=0}

1. Montrer que les sous-espaces vectoriels & et N sont supplémentaires dans F.
2. Expliciter le projecteur sur &/ parallélement & N

3. Expliciter la symétrie par rapport a & parallélement a N.

Exercice 19 Soient p et ¢ deux projecteurs qui commutent d’un espace vectoriel E.
1. Montrer que p+ q¢ — po q et poq sont des projecteurs.
2. Montrer que :

Ker(poq) = Ker(p) + Ker(q) et Im(pogq) = Im(p) NIm(q)
RE — RR

f — (x— f(-2x))
métrie dont on précisera les éléments caractéristiques.

Exercice 20 Montrer que I'application s : { est une sy-

Rang

Exercice 21 Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie n € N* et f, g deux
endomorphismes de F tels que :

f+g9g=Idg et  rg(f)+rglg) <n

1. Montrer que :
E =1Im(f) ® Im(g)

2. Aprés avoir justifié I’égalité fog = go f, montrer que f et g sont des projecteurs de
E.

Exercice 22 Soient E et F deux K-espaces vectoriels, f,g € Z(FE, F) deux applica-
tions linéaires de rang fini.

1. Montrer que :
rg(f) —rg(9)| < 18(f +9) < 18(f) +18(9)

2. Montrer que rg(f + g) = rg(f) +rg(g) si et seulement si :

Im(f) NIm(g) = {0} et Ker(f) + Ker(g) = E

Formes linéaires et hyperplans

Exercice 23 Soit a € C. Montrer que I’ensemble :
H ={P e C[X]|P(a) =0}

est un hyperplan de C[X] et en déterminer une base.

Exercice 24 Soient E un K-espace vectoriel et f, g deux formes linéaires non nulles
sur E.

1. Montrer qu’on a Ker(f) = Ker(g) si et seulement s’il existe A € K* tel que g = \f.

2. En déduire une condition nécessaire et suffisante pour que f et g définissent le méme
hyperplan H. En déduire toutes les équations de H.

Exercice 25 Soient F un K-espace vectoriel et f un endomorphisme de E dont I'image
est une droite vectorielle Vect(u) ot u # 0. On pose alors :

Vo € E, fx) = e(x)u

Montrer que ¢ est une forme linéaire sur E et justifier I'existence de A € K tel que f2 = \f.
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